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1. Grafok alapfogalmai

1. Definidld a graf fogalmat!
A G (iranyitatlan) graf egy G = (¢, E, V) hdrmas, ahol E az élek, V a csucsok halmaza, ¢ pedig egy az élek

halmazdabdl V-beli rendezetlen parokat képezé illeszkedési leképezés.

2. Definidld az ,illeszkedik” és a ,végpontja” fogalmakat!
Ha egy G = (¢, E, V) grafban tetsz6leges e € E élre @(e) v, és v, € V-t adja eredményiil, akkor azt
mondjuk, hogy v1 és v2 csucs végpontja az e élnek. Ha egy él végpontja egy csucs, akkor azt mondjuk,

illeszkedik ra.

3. Definidld az izoldlt csucs fogalmat!

Izolalt csucsnak neveziink egy csucsot, ha nem illeszkedik egy élre sem.

4, Definidld az Ures graf fogalmat!

Ures grafnak nevezziik azt a grafot, melyben nem szerepelnek élek (tehdt E halmaz iires).

5. Definiald az illeszkedési relaciot!
Egy G = (o, E, V) grafban a @ illeszkedési leképezés egy relaciot hatdroz meg az élek és csucsok kdzott. Ezt

a relaciot nevezzik illeszkedési relacidonak.

6. Definidld a szomszédos él/csucs fogalmat!
Két kiilonb6z6 él szomszédos, ha van olyan csucs, amire mindkettd illeszkedik.

Két kiilonb6z6 csucs szomszédos, ha van olyan él, ami mindkettére illeszkedik.

7. Definidld a hurokél fogalmat!

Olyan él, mely egyetlen csucsra illeszkedik.

8. Definiald a parhuzamos él fogalmat!

Két kulonb6z6 él, melyeknek ugyanazok a végpontjaik, parhuzamos éleknek nevezziik.

9. Definidld az egyszer( graf fogalmat!

Egyszerd graf az a graf, melyben nincsenek parhuzamos-, és hurokélek.

10. Definidld a véges/végtelen graf fogalmat!
Véges grafnak nevezziik azt a grafot, ahol az élek és csucsok halmaza véges. Forditva végtelen.
Diszkrét Matematika 2 2 Osszeallitotta:

C szakirany Gulyas Gabor (IUJO7N)
2014/15 6szi félév (Nagy Gabor)



11. Definidld grafban a fokszam fogalmat!
Egy grafban az adott csucsra illeszkedd élek szamat - a hurokéleket duplan szamolva - a csucs

fokszamanak nevezziik. Jel6lése d(v).

12. Definidld az n-regularis graf fogalmat!

A graf minden csucsanak foka n.

13. Definidld a regularis graf fogalmat!

Egy graf valamilyen n € N-re regularis. Lehet 0 regularis is, ha pl 1 csucs van csak a grafban!

14.  Mit mondhatunk irdnyitatlan grafban a fokszamok 6sszegérdl?

Egy grafban a csucsok fokszamanak 6sszege megegyezik az élek szdmanak kétszeresével.

Zd(v)=2*|E|

vev

15. Mikor neveziink két iranyitatlan grafot izomorfnak?
G1= (1, E1, V1) és G2 = (2, E2, V2) grafok izomorfak, ha léteznek f: E; = E, ésg: V; — V, bijekcidk,
hogy e € E pontosan akkor illeszkedik v € V-re, ha f(e) € V, illeszkedik g(e) € V,-re.

16. Definiald a teljes graf fogalmat!

Olyan egyszer( graf, amelyben barmely két cstcs szomszédos.

17. Mit jelentenek a C,, Pn, S, roviditések?
Cn (kor): Csucsai egy szabalyos n-sz6g cslcspontjai és a szomszédos csucsok vannak 6sszekotve.
P. (O6svény): cn+1-bGl egy él torlésével kapjuk.

Sh (csillag): Egy szabalyos n-szog csucspontjai a kozépponttal vannak 6sszekotve.

Példa: C4 Példa: Ps Példa: S4

o———e & —©

18. Definidld a paros graf fogalmat!
G=(p,E V), hav=V UV (VNV"z{})ésVe € E:p(e) = {v,,v,}-rev, € V' ésv, € V" (vagy forditva.
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19. Definidld iranyitatlan graf komplementerének fogalmat!
Ha G’ = (¢’, E’, V') graf részgrafja a G = (o, E, V) grafnak, akkor G’-nek a G-re vonatkozé komplementerén a
G” = (@' |\ E\E', V) grafot értjiik.
20. Definiald az élhalmaz/cstcshalmaz torlésével kapott grafot!
AG = (9, E, V)grafbél azE' c E elhagyéséval kapott gréf a G’ = (¢|g\g/, E\E', V).
Legyen G = (o, E, V) grafra V' c VésE' c E azon élek halmaza, amelyek illeszkednek V’-beli cstcsra.
V' elhagyasaval kapott graf: G’ = (¢g\g,, E\E', VAV').
21. Definidld a séta fogalmat!
AG = (o, E, V) grafban a vy, e1, V2, €, ..., Vn.1, €n.1, Vn SOrozatot sétanak nevezziik, ha:
veV,0<j<n
e €EE,1<k<n
plem) ={vm-1,vphl1<m<n
22. Definiald a zart séta fogalmat!
Ha egy sétaban a kezdG-, és végpont megegyezik, akkor zart sétanak nevezzik.
23. Definidld a vonal fogalmat!
Ha egy sétaban nincs élismétlédés, akkor vonalnak nevezziik.
24, Definidlt az ut fogalmat!
Ha egy sétaban nincs csucsismétlédés, akkor Utnak nevezziik.
25. Definidld a kor fogalmat!
Ha egy zart vonalban a kezd6 és végpont ismétlédésén kivil nincs mas csucsismétlédés, akkor kbrnek
nevezzik.
26.  Mit allithatunk séta és ut kapcsolatardl?
Adott G = (@, E, V). Vegylink egy sétat v € V-b6l v’ € V-be.
Ekkor a sétabol alkalmasan tordlve éleket és cstucsokat v-bél v'-be mend utat kapunk.
27. Definiald az 6sszefligg6ség fogalmat!
Ha G = (¢, E, V) és tetszbleges v, v, € V esetén létezik Ut (séta) v, és v, kozott, akkor a graf Osszefiiggd.
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28. Definiadld a komponens fogalmat!
Vezessiink be egy ~ reldcids a csucsok halmazan: v, v, € V esetén v; ~ v,, ha van v és v, kdzott ut
(séta). Mivel egy ekvivalenciareldcié osztalyoz, a ~ segitségével megkapjuk V egy osztalyozasat. Az

osztalyozas altal kapott csicshalmazokon vett részgrafok a komponensek.

29.  Mit allithatunk egy zart vonalrél?
Barmely G = (o, E, V) grafban egy legalabb 1 hosszu zart vonal véges sok, paronként éldiszjunkt kor

egyesitése.

Bizonyitasok
e Mit mondhatunk iranyitatlan grafban a fokszamok 6sszegérgl?

zd(v)=2*|E|

VvVEV

A G = (¢, E, V) véges grafban:

Tehat az élek fokszamanak 6sszege megegyezik az élek szamanak kétszeresével.

Bizonyitas: Teljes indukcidval, élszamok szerint:

i. IE|=0: 0=2%0
ii. Tegylk fel, hogy |E| = n esetén is igaz az allitas. (Indukcids feltevés)

Allitds: |E| = n+1 esetén is igaz. (Indukcids allitas)

Hagyjunk el egy élt a grafbdl. Arra a grafra teljesil az 6sszefliggés, az elhagyott él

az egyenldoség mindkét oldalat kettével noveli.

) Mit allithatunk séta és ut kapcsolatardl?

Allitas: Adott G = (¢, E, V). Vegylink egy sétat v € V-bdl v’ € V-be.

Ekkor a sétabdl alkalmasan torolve éleket és csucsokat v-bdl v'-be mend utat kapunk.

Bizonyitas: Ha nincs cslcsismétlddés, akkor kész vagyunk.

Kulonben legyen vi = v; (i < j)! Hagyjuk el a vis1 €i+1 ... v; részt a sétabdl, igy egy

rovidebb sétat kapunk v-bdl v'-be, amelyben kevesebb a csucsismétiédés. Mivel a séta

véges, ez az eljaras véges sok |épésben leall.
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° Mit allithatunk egy zart vonalrol?

Allitas: Barmely G = (o, E, V) grafban egy legaldbb 1 hosszU zart vonal véges sok,

paronként éldiszjunkt kor egyesitése.

Bizonyitas: Ha a trividlis cslicsismétlddésen kivil nincs mas, akkor a vonal mar kor,
egyébként egy ismétlddo csucs els6 el6fordulasatél a masodikig haladva egy révidebb
zart vonalat kapunk. Ezt elhagyva az eredeti vonalbdl is egy révidebb zart vonalat
kapunk.

Ezek kozil, amelyek nem korok, megismételjik az eljarast. Minden Iépésben, ha van
még olyan zart vonal ami nem koér, abbdl két rovidebb zart vonalat kapunk, végul

csupa kér marad.

e Legyen a ™ a csucsok halmazan értelmezett relacid, amelyre vl ~ v2 pontosan akkor, ha van vl kezd6pontu

és v2 végpontu séta a grafban. Bizonyitasd be, hogy ez a relacid ekvivalenciarelacid!

Allitas:

~ egy ekvivalenciarelacid, vagyis reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.

Bizonyitas:

- reflexiv: minden v-re v-b6l v-be 0 hosszu Ut vezet

- szimmetrikus: v = vg, €1, Va, €, ..., €n, Vo = V' egy Ut v-b4l v'-be akkor v’ = v, en, Vi, ..., €1, Vo = vV egy Ut v'-bdl
v-be.

- tranzitiv: v, ey, ..., e, V' Ut és V', fy, ..., fn, V' UL, ekkora v, e, V/, fy, ..., fn, V'’ egy séta v-bél v'’-be, azt pedig

tudjuk, hogy sétabdl lehet utat csinalni.

Diszkrét Matematika 2 6 Osszedllitotta:
C szakirany Gulyas Gabor (IUJO7N)
2014/15 6szi félév (Nagy Gabor)



2. Fak

30. Definidld a fa fogalmat!

A fa egy Osszefliggd, kérmentes graf.

31. Add meg 3 ekvivalens jellemzését a fa fogalmanak!

Egy G = (o, E, V) egyszer( grafra a kovetkez6 feltételek ekvivalensek.

(1) Gfa.

(2) G Osszefliggd, de barmely él torlésével kapott részgraf mar nem az.

(3) Hav és v’ a G klilénb6z6 csucsai, akkor pontosan egy Ut van v-bél v'-be.
)

(4) G-nek nincs koére, de barmilyen uj él hozzdaddasaval kapott graf mar tartalmaz kort.

32. Mit mondhatunk kdrmentes grafban az els6foku csticsokrél?

Ha egy G = (o, E, V) véges grafban nincs kor, de van él, akkor van legalabb két elséfoku csucs.

33. Fogalmazz meg két olyan sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy egy véges egyszerii graf fa, amelyben
szerepel az élek szama!

Egy G = (o, E, V) egyszer(, véges n csucsu grafra a kovetkezs feltételek ekvivalensek:

(1) Gfa
(2) G-ben nincs kor és n-1 éle van

(3) G 6sszefiiggs és n-1 éle van

Bizonyitasok
e Add meg 3 ekvivalens jellemzését a fa fogalmanak!

Egy G = (o, E, V) egyszer(i grafra a kbvetkezs feltételek ekvivalensek.

(1) G fa.

)

(2) G Osszefliggd, de barmely él torlésével kapott részgraf mar nem az.

(3) Ha v és v’ a G kiilénb06z6 csucsai, akkor pontosan egy Ut van v-bél v'-be.
)

(4) G-nek nincs kore, de barmilyen Uj él hozzdadasaval kapott graf mar tartalmaz kort.
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Bizonyitas:
W-@2)-B)-D~->1

(1) - (2) indirekt:

G fa, v és Vv’ kozti élt elhagyva még mindig 6sszefliggd lenne, de akkor a v-bél v'-be mené utat az elhagyott
éllel kiegészitve egy kort kapnék G-be, ami ellentmondds, mert G fa volt, fa pedig definicid szerint

kdérmentes.

(2) » (3) indirekt:
Legaldbb 2 Ut van v és v’ kozott, legyen vk és vy az elsd eltérés az utakon, ekkor a (vi.1, vi) él elhagyhaté

lenne, tovabbra is 6sszefliggb lenne, ami pedig ellentmondas.

(3) - (4):
Vegylink hozzd v és v’ kdzé egy élt. v-bél v'-be volt Ut, az 4j él bevételével pedig kor keletkezik, vagyis

megsz(int a kormentesség. Ha eredetileg is lenne kor, akkor a kor 2 tetsz6leges pontja kozott 2 Ut is menne.
(4) » (1) kell:

Ha nem lenne az, akkor lenne két cstics, mely nem lenne 6sszekotve. Ha Uj élt veszek v és v’ kézé, akkor a (4)

alapjan kapunk egy kort. Ezt az élt elhagyva aztan mégis lenne ut v-bél v'-be.

e Mit mondhatunk kérmentes grafban az els6foku csucsokrél?

Allitas: Ha egy G = (@, E, V) véges grafban nincs kor, de van él, akkor van legalabb két els6foku csucs.

Bizonyitds: Vegylik a graf egy leghosszabb utjat. Ennek a két végpontja els6foku. Ha illeszkedne még egy él a

végpontra, annak a masik végpontja:
- a leghosszabb Utban nem szerepl6 csucs: hosszabb utat kapnank X

- a leghosszabb Utban szerepl6 csucs: kort kapndnk X
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e Egy egyszer(i véges grafnak n csuicsa van. Fogalmazz meg két olyan sziikséges és elégséges feltételt arra,

hogy a graf fa, amelyben szerepel az élek szamal!

Tétel: Egy G = (o, E, V) egyszer(i, véges n csucsu grafra a kovetkez6 feltételek

ekvivalensek:

G fa
G-ben nincs kor és n-1 éle van

G 0Osszefiiggl és n-1 éle van

Bizonyitas: Ha n=1, akkor trividlis. Tegylk fel, hogy n cslcsra igaz.

(1) => (2)

Teljes indukciéval n >= 2-re:

Legyen v € V els6foku csucs, hagyjuk el ezt a grafbdl.

Ekkor a graf tovabbra is kormentes és dsszefliggd marad.

n+1-re: A megmaradt grafnak n cslcsa van és n-1 éle, igy az eredeti grafnak n éle.
(2) =>(3)

Teljes indukcidval n >= 2-re:

n+1-re: hagyjunk el egy elsdfoku csucsot! Marad n csucs, n-1 él és kérmentes graf, igy
hasznalhatd az indukcids feltevés.

Feltevés: Az elhagyott csucsbdl a szomszédjan keresztiil tetszéleges cslicsba vezet Ut.
(3) => (1): Ha van a grafban kor, hagyjuk el a kor egy élét. Ezt ismételjik, amig
kérmentes grafot nem kapunk. K Iépés utan az eredmény egy n-1-k éll, 6sszefiiggo,
kormentes graf.

De (1) => (2) miatt n-1 éle van, tehat k = 0.

3. Feszit6fa, Euler-vonal, Hamilton-kor

34, Definidld a feszit6fa fogalmat!

A feszit6fa olyan részgraf, ami a graf 6sszes csucsat tartalmazza és fa.

35.  Mikor létezik feszit6faja egy grafnak?

Ha egy graf dsszefliggd, akkor létezik feszit6faja.

36. Mit mondhatunk osszefiiggd grafban a korok szamarol?

Egy Osszefligg6 grafban van legaldbb |E| = |V| + 1 kor.
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37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

Definiald az élvagd élhalmaz/csucshalmaz fogalmat!
Legyen G = (o, E, V) graf, V' valdodi részhalmaza V, u,v € V.
Azt mondjuk, hogy V’ elvagja u-t és v-t, ha barmely u és v ko6z6tti itban van V’'-beli csucs.

V’-t elvagd csucshalmaznak nevezziik, ha vannak olyan csucsai G-nek, amelyeket elvag.

Definiald a vagas fogalmat!

Egy elvagd halmazt vagasnak neveziink, ha nincs olyan valédi részhalmaza, ami elvagé halmaz.

Mit mondhatunk 6sszefiiggo grafban a vagasok szamarol?

Egy 6sszefliggs G = (o, E, V) grafban van legaldbb |V| - 1 vagas.

Definiald az erd6 fogalmat!
Kérmentes grafot erdének neveziink. Egy erdé komponensei fak.
A feszit6erd6 egy olyan részgraf, ami az 6sszes csucsot tartalmazza és erdé. A feszit6erdé komponensei a

komponensek feszit6fai.

Definidld az Euler-vonal fogalmat!

Ha egy vonal a graf dsszes élét tartalmazza, akkor Euler-vonalnak nevezziik.

Mit allithatunk 6sszefiiggs grafban zart Euler-vonal Iétezésével kapcsolatban?

Egy 6sszefligg grafban pontosan akkor van zart Euler-vonal, ha minden csucs foka paros.

Definidld a Hamilton-ut/kér fogalmat!

Egy grafban azt az utat (kort), amely a graf 6sszes csucsat tartalmazza, Hamilton-utnak (kdrnek) nevezziik.

Adj meg egy elégséges feltételt Hamilton-kor [étezésérdl!
Ha az n cstcsu grafban minden cslcs foka legalabb n/2, akkor a grafban van Hamilton-kér. (Elégséges

feltétel, mivel n >= 5-re Cy-ben van Hamilton-kér, pedig 2-reguldris)

Bizonyitasok
e  Mikor létezik feszit6faja egy grafnak?

Allitas: Osszefiiggd grafnak van feszitéfaja

Bizonyitas: Ha a grafban van koér, akkor hagyjuk el ennek a kdrnek egy élét. Folytatva ezt az

eljarast kormentes és 6sszefligg6 grafot kapunk, ami fa.
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e Mit mondhatunk 6sszefiiggé grafban a korok szamarol?

Tétel: Egy 6sszefliggd G = (¢, E, V) grafban van legalabb |E| = [V] + 1 kor.

Bizonyitas: Vegylk egy feszit6fajat a grafnak! Legyen a feszit6fa éleinek halmaza F, a tovabbi
élek halmaza E\F! Ha a feszit6fahoz hozzavesziink egy e € E\F élt, az igy kapott grafban lesz kor
(korabbi tétel miatt), ez a kor tartalmazza e-t.

|[E\F| = |E| - |F| = |E| - (|V|-1) = |E| - |[V| + 1, igy legalabb ennyi kér van G-ben.

Példa: Ks4 esetén 6-4+1 = 3

e Mit mondhatunk dsszefiggé grafban a vagasok szamardl?

Tétel: Egy Osszefliggd G = (¢, E, V) grafban van legalabb |V| - 1 vagas.

Bizonyitas: Vegyik egy feszitéfajat G-nek, ennek élhalmaza legyen F! E\F-hez ¢ € F-et
hozzavéve egy elvago élhalmazt kapunk. Ez az elvagd halmaz tartalmaz vagast, tovabba ez

tartalmazza e-t. Mivel |F| = |V]| - 1, ezért kész vagyunk.

e Mit allithatunk 6sszefligg6 grafban zart Euler-vonal létezésével kapcsolatban?

Tétel: Egy Osszefliggd grafban pontosan akkor van zart Euler-vonal, ha minden csucs
foka paros.

Bizonyitas:

=>

Menjink végig a zart Euler-vonalon, a kezd6 és a végpontot leszamitva minden csucs
minden el6fordulasakor 2 kiilonbdz0 él szerepel mellette, ezért egy adott csucs
fokszama kétszerese az el6forduldasainak a szamanak. A kezd6 és végpont megegyezik,

1-1 él miatt itt is 2-vel no a fokszam.

<=
TetszlOleges csucsbdl kiindulva kezdjink el felirni egy vonalat, el6bb-utdbb visszatériink
a kezd6pontba. Ha ennek a zart vonalnak az éleit elhagyjuk a grafbol, egy olyan
részgrafot kapunk, aminek minden csucsa paros foku. Az eljarast folytatva éldiszjunkt
zart vonalakat kapunk, amiket 0sszeflizve (az 6sszefliggéség miatt megtehetjlik)

megkapjuk a zart Euler-vonalat.
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4. Cimkézett grafok, sikba rajzolhato grafok, grafok szinezése, grafok abrazolasa

45.  Definiald a cimkézett graf, élcimkézett/cstcscimkézett graf fogalmat!

AG = (¢, E, V, Cy, cv, Ce, ce)-t cimkézett grafnak nevezziik, ha Cv, Ce halmazok és c,: V —>

C,, illetve c,: E - C,.

. Ha a cimkék halmaza R (valds), akkor sulyozasrdl beszéliink.

. Ha E' valodi részhalmaza E-nek, akkor E' sllya Y cz: c.(€)

. Ha V' valédi részhalmaza V-nek, akkor V' stlya Y,ep: ¢, (V)

. Igazabol ce illetve cv helyett szeretjik a sulyozast w-vel jeldlni.

46. Definiald az élsulyozas/csucssulyozas fogalmat!
Elhalmaz sulya: E’ részhalmaza E-nek: w(E") = Y w(e)

Cslcshalmaz sulya: V' részhalmaza V-nek: w(V') = Y w(v)

47. Ismertest a Kruskal algoritmust és a ra vonatkozé tételt!
Egy G = (o, E, V) graf w sulyozdssal ellatott 6sszefliggd, véges grafban az 6sszes csucsot tartalmazoé Ures
részgrafbdl indulva, és a mar kivalasztott részgraf még nem tartalmaz kort, egy minimalis sulyu feszit6fat

kapunk. A Kruskal-algoritmus egy mohd algoritmus.

48. Definidld a mohé algoritmus fogalmat, adj példat, amikor nem ad optimalis megoldast!
A moho algoritmuson azt az algoritmust értjiik, amely adott déntési helyzetben mindig a lehet6
legkedvez6bb lehet&séget valasztja.

Mohé algoritmus nem mindig ad optimalis megoldast, példaul minimalis sulyd Hamilton kornél.

49, Mikor neveziink egy grafot sikba rajzolhatonak?
Egy G = (U, E, V) graf sikba rajzolhatd, ha lerajzolhatd lgy, hogy élek csak csucspontban metszhetik

egymast.

50. Hogy szdl Euler tétele sikba rajzolhatd grafokrél?
Legyen G = (o, E, V) egyszer(i, 6sszefliggs, sikba rajzolhaté graf, a tartomanyainak szama: |T|.

Ekkor: |[E| +2 = V| + |T|
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51.  Adj példat nem sikba rajzolhato grafra!
Egy graf pontosan akkor rajzolhaté sikba, ha nem tartalmaz Ks-tel, vagy Kz s-mal topolégiailag izomorf

részgrafot. llyen példaul a Petersen graf.

52. Mikor neveziink két grafot topologikusan izomorfnak?
G és G' grafok topologikusan izomorfak, ha az alabbi |épés, vagy forditottja segitségével véges sok
|épéssel a G-bdl G'-vel izomorf grafot kapunk:

Egy masodfoku csucsot elhagyunk, és a szomszédjait 6sszekotjik.

53. Hogy szdl Kuratowski tétele sikgrafokkal kapcsolatosan?
Egy egyszer( véges graf pontosan akkor sikba rajzolhatd, ha nincs Ks-tel vagy Kz s-mal topologikusan

izomorf részgrafja.

54. Definidld az irdnyitott és irdnyitatlan graf illeszkedési matrixat!
G = (y, E, V) iranyitott graf élmatrixa, avagy illeszkedési matrixa
V = {vi1,v2, ..., Vn}
E ={e1 ez .., em}

A eleme {0, £1}™
aij =
e 1 ha vj kezddpontja ej-nek
e -1 ha vi végpontja ej-nek, ha ej nem hurokél

Ha G iranyitatlan, akkor ai; helyett |ai;j|-t vesszilk.

55. Definidld az irdnyitott és irdnyitatlan graf csicsmatrixat!
b € Zyxm
Irdnyitott esetben:
bij = vi kezd6pontu és vj végpontu élek szama.
Irdnyitatlan esetben:
bii = A vi-re illeszkedd hurokélek szama,

mig i! = j esetén bij = A vi-re és vj-re illeszked6 élek szama
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56.

Hogyan definialjuk egy graf kromatikus szamat?

Ugy szeretnénk a grafok csucsait kiszinezni, hogy a szomszédos cstcsok kiildnbdz6 szintiek legyenek. Minden

sikba rajzolhatd graf legfeljebb négy szinnel szinezhet6.
Egy graf kromatikus szama az a szam, ahany szin kell legalabb a szinezéséhez.
Ha a kromatikus szam 1, akkor nincsenek élek.

Ha a kromatikus szam 2, akkor a graf paros.

Bizonyitasok

Ismertesd a Kruskal algoritmust és a ra vonatkozé tételt!
Bizonyitas: Csak 6sszefliggd grafra, mert komponensenként véve a minimalis sulyu
feszit6fakat, egylittesen egy minimalis sulyu fesziterdét adnak.

Legyen F az algoritmus altal adott feszit6fa.

Tegylk fel, hogy létezik Fo, aminek a sulya kisebb. Ha tébb azonos sulyu ilyen graf
van, akkor kozulik azt valasszuk, aminek a legtobb kozos éle van F-fel.
Legyen e olyan éle Fo-nak, amely nem éle F-nek. Ha e-t hozzavesszik F-hez,

keletkezik egy K kor. A K-ban szerepl6, tetszlleges e' él sulyara w(e') <= w(e).

Ha Fo-bdl elhagyjuk azt e élt, akkor z komponensre bomlik. K-nak van olyan e' éle, ami

ezt a két komponenst dsszekoti.
Tekintsik az F' = Fo \ {e} U {e'} - t!

. F' feszitofa

. Ha w(e') < w(e), akkor F' sulya kisebb Fy sulyanal. Ellentmondas!

. Ha w(e') = w(e), ekkor F' és F sulya azonos, de F'-nek tdbb k6zos éle van F-el
mint Fo-nak. Ellentmondas!

5. Iranyitott grafok

57. Definidld az irdnyitott graf fogalmat!
AG = (g, E, V) iranyitott graf, ha E az élek halmaza, V a cslicsok halmaza, y pedig
illeszkedési leképzés: E -V xV
58. Hogyan kaphatunk irdnyitott grafbdl iranyitatlant?
Barmely G = (y, E, V) irdnyitott grafbdl kaphaté egy G’ = (y’, E’, V') irdnyitatlan graf ugy,
hogy az irdnyitast ,elfelejtjiik”, azaz y(e) = (v,v') esetén (e) — t {v, v }-nek definialva.
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59. Definidld az irdnyitas fogalmat!
Egy G = (U, E, V) iranyitott grafbdl kapott G’ = (', E’, V') irdnyitatlan grafra azt mondjuk, hogy G a G’ egy

irdnyitasa.

60. Definidld a szigordan parhuzamos élek fogalmat!

e,e' EE,e # e’ esetén ha y(e) = y(e’), akkor e és e’ szigorlian parhuzamos él.

61. Definiald a kifok/befok fogalmat!
Ha egy v eleme V csucs véges sok élnek kezdGpontja, akkor ezek szamat a csucs kifokdnak nevezzik, és
d*(v)-vel jeloljiik.
Ha egy v eleme V csucs véges sok élnek végpontja, akkor ezek szamat a csucs befokdnak nevezziik, és d

(v)-vel jeloljuk.

62. Definiald a nyel6/forras fogalmat!

Ha egy csucs kifoka nulla, akkor nyelének, ha pedig befoka 0, akkor forrasnak nevezziik.

63. Mit mondhatunk a fokszdamésszegrdl iranyitott grafban?

Ydtw = ) d )=k

VeV VeV

64.  Mikor neveziink két irdnyitott grafot izomorfnak?

65. Definidld iranyitott grafok izomorfiajat!
G=(y, E V)ésG = (y', E', V') grafok izomorfak, ha |éteznek f:E - E' és g:V - V'
bijekcidk, ugy hogy v eleme V pontosan akkor kezdGpontja e € E-nek, ha g(v) kezd6pontja

az f(e)-nek, illetve v € V pontosan akkor végpontja e € E-nek, ha a g(v) végpontja f(e)-nek.
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66. Mit jelentenek a C,, Pn, S, K, roviditések?
C.: irdnyitott ciklus csucsai egy szabvanyos n-sz6g csucsai.
P.: irdnyitott 6svény, mely Cn.1-b6l egy él torlésével adddik.
Sn: irdnyitott csillag, melyben egy szabvanyos n-sz6g csucsaibdl visz irdnyitott él a kozéppontba

Kn: iranyitott teljes graf

QRO

Cs
P, Py P P P,
og—0 o—Pol———90
S;] :5_; 2 S:3 5:4 55
. - >
7 i, K K4 K

67. Definidld az irdnyitott részgraf illetve szupergraf fogalmat!
A G = (y, E, V) iranyitott grafnak a G' = (w’, E', V') iranyitott graf iranyitott részgrafja, ha vV’

részhalmaza g, E' részhalmaza E és V' részhalmaza V.

68. Definiadld a feszitett/telitett irdnyitott részgraf fogalmat!
G = (y, E, V)-nek iradnyitott részgrafja G' = (y’, E', V') feszitett iranyitott részgraf, ha E'

minden olyan élt tartalmaz E-b6l, amelynek kezdG-, és végpontja is V'-ben szerepel.

69. Definidld irdnyitott graf komplementerének fogalmat!
Ha G = (y, E, V)-nek a G' = (y’, E', V') irdnyitott részgrafja, ekkor G'-nek G-re vonatkozd
komplementere G" = (y e , E\E', V).

70. Definidld az élhalmaz/csticshalmaz torlése fogalmat iranyitott graf esetén!

Ugyanugy mikodik, mint iranyitatlan esetben.
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71. Definidld az irdnyitott séta fogalmat!
A G = (y, E, V) irdnyitott grafban egy n hosszu iranyitott séta alatt egy
Vo, €1, V1, €2, ...., Vn-1, €n, Vn SOrozatot érttink, ahol:

a. vielemeV, (0< j< n)
b. exelemeE, (1< k<n)
C. y(em) = (Vm-1, Vm), (1 £ m < n)

72. Definiald a zart/nyilt irdnyitott séta fogalmat!

Zart, ha kezd6-, és végpontja megegyezik, ellenkez6 esetben nyilt.

73. Definidld az irdnyitott vonal fogalmat!

Olyan irdnyitott séta, melyben nincs élismétlGdés.

74. Definidld az irdnyitott at fogalmat!

Olyan irdnyitott séta, melyben nincs csucsismétl&dés.

75. Definiald az iranyitott koér fogalmat!
Olyan iranyitott séta, melyben nincs élismétlGdés, valamint csak egy csucsismétlédés van benne (kezd6-,

és végpont).

76. Definiald az er6sen Osszefliggd graf fogalmat!

Irdnyitott graf erGsen 6sszefliggs, ha barmely csicsabdl barmely csicsaba vezet irdnyitott at.

77. Definidld az er6s komponens fogalmat!
Bevezetlink egy relacidt a csucsok halmazan: v1,v2 € V-re vi ~ vz, ha vezet irdnyitott Ut vi-
bdl v2-be és vezet irdnyitott Ut v2-bdl vi-be. Ez egy ekvivalenciarelacid, igy meghataroz egy
osztalyozast a cslcsok halmazan. Az egyes osztalyok altal meghatarozott telitett részgrafok

az ugynevezett er6s komponensek.

78. Definidld az irdnyitott fa fogalmat!
Egy G = (U, E, V) irdnyitott grafot iranyitott fanak neveziink, ha fa: van egy csucs, melynek befoka 0, a
tobbi befoka pedig 1.

79. Definiald a gyokér fogalmat iranyitott faban!

Irdnyitott faban a 0 befoku csucsot gyokérnek nevezziik.

80. Definidld a szint fogalmat iranyitott faban!

A gyokérbdl az adott cstcsba vezetd Ut hosszat a csucs szintjének nevezziik.
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81. Definiadld a magassag fogalmat iranyitott faban!

A cslcsok szintjeinek a maximuma.

82.  Definidld a gyerek/sziil6/testvér fogalmat iranyitott faban!

Ha w(e) = (v, v'), akkor v szil6je v'-nek, illetve v' gyereke v-nek. Ha két csucs sziilGje

kozos, akkor Ok testvérek.

83. Definidld a levél fogalmat irdnyitott faban!

Ha a csucsnak 0 a kifoka, akkor levélnek nevezziik.

84. Definidld a gyokeres fa fogalmat!
Irdnyitatlan fa egy v csuicsanak kijel6lésével egy v gyoker( fardl beszéliink. Ez a fa egyértelmden

irdnyithatd ugy, hogy iranyitott fat kapjunk.

85. Definidld az irdnyitott részfa fogalmat!
Adott v € V csucshoz tekinthetjlik azon csucsok halmazat, amik végpontjai v-bdl induld
iranyitott Utnak az altaluk meghatarozott feszitett részgraf a v-ben gyodkerez6 iranyitott

részfa.

Bizonyitasok
e Mit mondhatunk a fokszamok 6sszegérdl irdnyitott grafban?

Y dtw) = ) @ =IEl

veEV veV

Nyilvan igaz lesz a feltevés, mivel egy Ujabb él hozzaadasa az irdnyitott grafhoz mindharom 6sszeget eggyel

fogja novelni.

e Legyen ™~ a csucsok halmazan értelmezett relacid, amelyre vl ~ v2 pontosan akkor, ha van vl kezdGpontu és

v2 végpontu irdnyitott séta és v2 kezdGpontu és vl végpontu irdnyitott séta is a grafban. Bizonyitsd be, hogy

ez a relacid ekvivalenciarelacid!

Egy relaciot ekvivalenciarelacidonak neveziink, ha a relacio reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv is.
o Reflexiv, mivel minden v € V eseténv ~ v
o Szimmetrikus, mivel minden v, v, € V esetén v, ~v, = v, ~v;

o Tranzitiv, mivel minden vy, v,,v; € V esetén, ha vy ~v, A v, ~V3 = V] ~ U3
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Bizonyitsd be, hogy egy iranyitott faban a gyokérbdél barmely adott csticsba vezetd Ut egyben irdnyitott Ut is!

7?7

6. Algebrai alapok, polinomokkal kapcsolatos alapfogalmak

86.  Definidld a (belsd) muivelet fogalmat!
Legyen A egy halmaz, ekkor az A halmazon értelmezett n valtozos (bels6) miiveleten egy *: A™ — A
leképezést értiink, ahol A™ az A halmaz 6nmagaval vett n-szeres Decartes szorzata.

87. Definidld az asszociativitas fogalmat!
Legyen G halmaz, * pedig egy muvelet a halmazon.
A * mvelet asszociativ G-n, ha barmely g4, g, g3 € G esetén teljesiil, hogy:
91 * (92 * g3) = (91 * g2) * gs.
Ha * asszociativ G-n, akkor (G, *) félcsoport.

88. Definidld a kommutativitas fogalmat!
Legyen G halmaz, * pedig egy binér miivelet a halmazon.
A * mvelet kommutativ G-n, ha barmely g,,g, € G eseténg; * g, = g, * g;.

89. Definidld a félcsoport fogalmat!
Ha egy binér mvelet egy halmazon asszociativ, akkor a halmaz a mdvelettel félcsoportot alkot.

90. Definiald az egységelem fogalmat!

91. Definiald a bal oldali semleges elem/jobb oldali semleges elem fogalmat!
Legyen G halmaz, * pedig egy miivelet a halmazon.
A G egy s elemét bal, illetve jobb oldali semleges elemnek nevezzilk, has * g = g, illetve g *s = g,
minden g € G-re. Ha s bal és jobb oldali semleges elem is egyben, akkor semleges elemnek nevezziik.

92. Definidld a monoid fogalmat!
Egy semleges elemes félcsoportot monoidnak neveziink.

93. Definidld a nullelem fogalmat!
Egy halmazban nullelemnek nevezziik azt az elemet, mely adott G halmazon tetsz6leges * mUveletren * g
=nésg*n=nminden g € G esetén. Tehat a mlvelet elvégzésével a nullelemet kapjuk.
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94, Definiald a bal oldali inverz/jobb oldali inverz/inverz fogalmat!
Legyen (G, *) grupoid s eleme G pedig semleges elem, akkor
g» eleme G baloldali inverze g-nek, hag, * g =s.
gj eleme G jobboldali inverze g-nek, hag * gj=s.
g?linverze g-nek, ha baloldali és jobboldali inverz is.
95. Definidld a csoport fogalmat!
(G, *) gruopidot csoportnak nevezziik, ha félcsoport, vagyis * asszociativ a G-n, |étezik semleges elem,
valamint minden elemnek Iétezik inverze.
96. Definidld az Abel-csoport fogalmat!
Ha (G, *) csoport és * kommutativ G-n, akkor G Abel-csoport.
97. Definidld a gy(rd fogalmat!
Legyen (R, +, *) két binér miiveletes struktura. (+: R, = R,*: R, = R) gy(rd, ha:
- (R, +) Abel-csoport
- (R, *) félcsoport
- Teljestil a * mUiveletnek a +-ra vonatkozé mindkét oldali disztributivitasa:
x*x(y+z)=x*xy+xxz és (Y+2)*xx=y*x+2z*Xx
98. Definidld a disztributivitds fogalmat!
Legyen (R, +,%),és k,m,n € R, ekkor:
k+x(m+n) = (kxm) + (k * n)
99. Definidld az egységelemes gy(r( fogalmat!
Legyen R egy halmaz, mely a (+, *) binér miveletekbdl allé parral gy(r(t alkot. Ezt egységelemes
gylrlinek nevezziik, ha a szorzasnak van egységeleme.
100. Definidld a nullosztépar fogalmat!
Ha x,y egy R gy(r( nullatdl kilonb6z6 elemei, és xy = 0, akkor azt mondjuk, hogy x és y egy nullosztépar.
101. Definidld a nullosztémentes gytiri fogalmat!
Egy legaldbb kételemdi gydr(it nullosztdémentesnek neveziink, ha nincsenek benne nullosztéparok.
102. Definidld az integritasi tartomany fogalmat!
Kommutativ, nullosztémentes gydr(t integritasi tartomanynak nevezink.
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103. Adj példat véges és végtelen testre!
Véges példaul Zs.

A komplex szamok halmaza végtelen.

104. Definidld az egység fogalmat!
Egységnek nevezzik egy R egységelemes integritasi tartomany azon elemeit, melyeknek van a szorzasra

nézve inverzik. Az egységek a szorzdsra nézve Abel-csoportot alkotnak, a gy(irl egységcsoportjat.

105. Definidld az irreducibilis elem fogalmat!
Legyen R egységelemes integritasi tartomdny. Egy 0 # a € R elemet felbonthatatlannak (vagy
irreducibilisnek) neveziink, ha nem egység, és csak trividlis médon irhatd fel szorzatként, tehat a =
bc, b, c € R esetén b vagy c egység. Ez azzal ekvivalens, hogy a-nak nincs mas osztdja, mint az egységek és

az asszocialtjai.

106. Definidld a karakterisztika fogalmat!
Egy nullosztdmentes gy(iriiben a nem nulla elemek additiv rendje megegyezik és ez vagy egy p primszam,

vagy végtelen. A gy(r( karakterisztikaja véges esetben p, kilénben 0.

107. Definidld a polinomokat a miveletekkel!
Legyen R gy(ir(i. R feletti polinom egy olyan végtelen (f, f1, f2, ...) sorozat, amelynek csak véges sok tagja

nem nulla ésfj € R.

Miiveletek:

f=Uofufor )
g = (90'91'92' )

f+g = (f0+go;f1 +91,f2 +gz,...)
f *xg =h= (hg, hy, hy,...) ahol

hy = Yisj=nfigj = Xi=o fi * Gn-i

108. Definidld a konstans polinom fogalmat!

Azt az f polinomot, melyre deg(f) < 0, konstans polinomnak nevezzik.
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109. Definidld a f6egylitthato és a polinom fokanak fogalmat!
Ha R egységelemes, akkor legyen x = (0,1,0,0, ...). xt = (0,0,0, L%J ,0,0,...).
i.elem
f=Uofufy)= ) fixl = fot i+ % + fox® + o4 foa™
i=0
Ekkor f;, a f6egyltthatd ésn = deg(f) az f foka.
110. Definidld a nullpolinomot!
A nullpolinom (0 = (0,0,0, ...)) esetén deg(0) = —oo.
111. Definidld a linearis polinom fogalmat!
Legyen f(x) = Y™, fix', f, # 0, deg(f) = n, f,x™ a f6 tag. Az ilyen alaki polinomot monomnak
nevezzik.
Ha deg(f) < 1, akkor az f linearis polinom.
112. Definidld a monom fogalmat!
Legyen f(x) = Y™, fix', fn # 0, deg(f) =n, fux™ a f6 tag. Az fi.x* alaki polinomot monomnak
nevezzik.
113. Definidld a f6polinom fogalmat!
Ha egy polinom f6egylitthatdja 1, akkor fépolinomnak nevezziik.
114. Mit mondhatunk polinomok 6sszegének/szorzatanak fokarol?
Adott f, g polinomok esetén deg(f + g) < mint max(deg(f),deg(g)).
Tovabba deg(f * g) < deg(f) + deg(g) és gydird folotti nullosztémentes polinomok esetén utdbbi
esetben egyenlGség van.
115. Definidld a helyettesitési érték fogalmat!
116. Definidld a gyok fogalmat!
Az f(x) =X, fixt (f, # 0) polinom r helyen vett helyettesitési értéke:
n
F0) =) fir
i=0
Ha f(r) = 0, akkor azt mondjuk, hogy r gyoke f-nek.
117. Definidld a polinomfliggvény fogalmat!
Legyen R gy(ir(, f egy R[x]-beli polinom, r a gy(ir(i egy eleme. Ekkor azr — f(r), R — R fuggvényt az f-
hez tartozé polinomfliggvénynek hivjuk. Két kiilonboz6 polinomnak lehet ugyanaz a polinomfliggvénye.
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118.

Adj példat, amikor kiilénb6z6 polinomokhoz ugyanaz a polinomfiiggvény tartozik!

Pl Z5 felett az x és x3 polinomok polinomfiiggvénye ugyanaz, mégis két kiilonbdz6 polinom.

Bizonyitasok

/. Po

119.

Mit mondhatunk polinomok 6sszegének/szorzatanak fokardl?
Adott f, g polinomok esetén deg(f + g) < mint max(deg(f), deg(g)).
Tovabba deg(f * g) < deg(f) + deg(g) és gyird folotti nullosztémentes polinomok esetén utdbbi esetben

egyenldség van.

Bizonyitas:
Legyen deg(f) = n,deg(g) = k!
j > max(n, k) esetén f; = g; = 0,igy f; + g; = 0.(Osszegre vonatkozo becslés)

j>n+keseténh=fxg—re: h = Z fm * 9
m+l=j

m<neseténl=j—m>n+k—m = k.(Szorzatra vonatkozé becslés)

hpyk = Z faxgi=fa*gk #0

n+l=n+k
linomok maradékos osztasanak tétele és kovetkezményei

Hogyan szol a polinomok maradékos osztasanak tétele?

Legyen R egységelemes integritasi tartomany (kommutativ, nullosztémentes gyri).
f,g € Rlx], g féegyiitthatbja egység, ekkor egyértelmiien létezik q,r € R[x], hogy
f=g*q +résdeg(r) < deg(g).

120. Mit jelent a gyoktényezd levalasztasa?

Ha f # 0 éscaz f gyodke, akkor valamely q # 0 polinomra f = (x — c)q.

121. Hany gyoke lehet egy polinomnak?

Ha f # 0,akkor legfeljebb deg(f) gydke lehet.

122. Mit mondhatunk két, n+1 helyen megegyezd, legfeljebb n-ed foku polinomrél?

Diszkrét

Ha két n-ed foku polinom n+1 helyen ugyanazt az értéket veszi fel, akkor 6k egyenldk.
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123. Mit mondhatunk végtelen R esetén a polinomfiiggvényekrol?

Ha R nem véges, akkor két R[x]-beli polinomhoz nem tartozhat ugyanaz a polinomfliggvény.

124. Ismertesd a bdvitett Euklideszi algoritmust!
Legyen R test, f,g € R[x] és g # 0!
Az algoritmus kiszamolja az (f,g) = d legnagyobb k6zos osztot.

Tovabba olyanu,v € R[x] polinomokat,amikred =uxf +v *g.

u_1(x) =1 v_1(x) =0
Up(x) = 0 vo(x) = 1
u(x) =1 v1(x) = —q1(x)

U (x) = Up—2(x) * qr(x) * up_1(x) U (x) = Vg2 (%) — gi (%) * 1 (x)

f) = q1(x) x g(x) +11(x)
g9(x) = qz(x) * 11 (x) + 1r2(x)

r1(x) = qz3(x) * () + 13(x)

Tn2(X) = qn(x) * 171 (x) + 1, ()

Tno1(X) = Gna1(x) * 1, (x) + 0

Az eljaras véget ér, mert a deg(rl) > deg(r2) > ... > ra(x).
Indukcioval belathato, hogy:
v () = up () f (x) + v (x) * g(x)

Emiatt had|f és d|g = d|r,(barmely k — ra teljesiil).

Masrészt:
Mo | 1 | M2 | e
fmlg, rml|f

=> rn a legnagyobb k6z0s oszto.
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125. Ismertesd a Horner-elrendezést!

fX) = apx™+ ap_ x4+ +ax+ ag, a, #0

Célja a polinom adott helyen vett helyettesitési értékének gyors szamolasa.

Tablazatos formaban:

dn dn-1 aJ aj-l ao

c - Ch1 = an Gj C1=C *c+a; Co*c+ap = f(c)

126. Adj példat olyan polinomra, amelynek kiilonb6z6 polinomgydriben kiilonb6z6 szamu gydke van!

7?7

Bizonyitasok
e Hogyan szdl a polinomok maradékos osztasanak tétele?
Legyen R egységelemes integritasi tartomany (kommutativ, nullosztomentes gytri).
f.g € R[x],g # 0éstegyiik fel,hogy fbegyiitthatéja egység R — ben.
Ekkor egyértelmiien léteznek olyan q,r € R[x] polinomok, hogy

f =g+q + résdeg(r) < deg(g).

Bizonyitas:
Fokszam szerinti indukcidval:

n k
Legyen f = Zfi*xi,gzz:gi*xi,aholfi;tOésgk;tO.

i=0 =0

Han < k,akkor q = 0,r = f megfelel6 valasztas.

fr=f=faxgitegranh

e Mit jelent a gydktényez6 levalasztasa?

Ha f # 0 éscaz f gyoke, akkor valamely q # 0 polinomra f = (x — c)q.

Bizonyitas:
A maradékos osztas tételét alkalmazva g = x — c valasztassal f = (x —c)q + .
Har # 0 lenne, akkor deg(r) = 0 miatt a c helyen az egyik oldal helyettesitési értéke

nulla, a masiké nem nulla lenne.
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e Hany gyoke lehet egy polinomnak?

Ha f # 0,akkor f —nek legfeljebb deg(f) gyoke lehet.

Bizonyitas:

Fokszam szerinti indukciéval:

Hadeg(f) = 0,igaz az allitas.

Hadeg(f) > 0,és c egy gyok, akkor f = (x — c)g,ahol 1 + deg(g) = deg(f).
Had az f egy gyodke, akkor vagy d — c = 0,azaz d = c,vagy d gyoke g — nek,

ahonnan kovetkezik az allitas.

e Mit mondhatunk két, n+1 helyen megegyezd, legfeljebb n-ed fokud polinomrdl?
Ha két,legfeljebbn — ed foka polinomn + 1 kiilonb6z6 helyen ugyanazt az értéket veszi fel,

akkor megegyezik.

Bizonyitas:
A két polinom kiilonbsége legfeljebb n-ed tagu és n+1 gyoke van. Az el6z6 allitds miatt ez csak akkor

fordulhat el6, ha a nullpolinom a kiilonbség, igy tényleg egyenlék a polinomjaink.

e Mit mondhatunk végtelen R esetén a polinomfliggvényekrél?

Ha R végtelen, akkor két kiilonb6z6 polinomhoz nem tartozik ugyanaz a polinomfliggvény.

Bizonyitas:

Egyébként a kilonbségpolinomnak végtelen sok gydke lenne.

8. Polinomok algebrai derivaltja, véges testek, racionalis gydkteszt, Lagrange-
interpolacio

127. Definidld az algebrai derivalt fogalmat!
Legyen az R gytirt,az f(x) = a,x™ + a,_1x" ' + .. + a;x + ay, € R[x]

algebrai derivaltja f'(x) = n*a, *x™ 1+ (n— Dap_1x"2 + ... + 2a, xx + a; € R[x]

128. Milyen tulajdonsagokkal rendelkezik az algebrai derivalt?
(1) konstans polinom derivaltja a nulla polinom
(2) az x polinom derivaltja az egységelem
B)(f+9) =f"+g' haf,g € R[x] (additivitas)
4)(fg) =f'g+fg'.ha f,g € R[x] (szorzat dif ferencilasi szabalya)
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129. Definiald a tobbszoros gyok fogalmat!
Legyen R egységelemes integritasi tartomany, f € R[x],c € R,n € N,n > 1.
caz f —nekn — szeres gyoke,ha (x — c)" | f,de (x — c)™* } f.
Megjegyzés:
Ekvivalens azzal, hogy f(x) = (x —c)™ * g(x),ahol g(c) # 0.
130. Milyen kapcsolat van egy polinom gyokei illetve a derivaltjanak a gyokei k6zott?
Legyen R egységelemes integritasi tartomany, f egy R[x]-beli polinom, c pedig az f-nek egy n-szeres gyoke.
Ekkor c az f'-nak is legaldbb (n-1)-szeres gyoke, és ha a gy(ir( karakterisztikaja nem osztja n-t, akkor
pontosan (n-1)-szeres gyoke.
131. Adj példat olyan polinomra, amelynek van olyan n-szeres gydke, ami a derivaltjdnak is n-szeres gyoke!
?7??
132. Mik lehetnek egy primitiv egész egyiitthatds polinom racionalis gyokei?
N
133. Ismertesd a Lagrange-interpolaciot!
Legyenek R egységelemes integritdsi tartomanynak cy, ¢y, ..., ¢, kiilonb6z6 elemei, dy, d4, ..., d,, pedig
tetsz6leges elemei. Ekkor legfeljebb egy olyan legfeljebb n-ed foku f polinom létezik, melyre f(cj) = dj,
haj=0,1,...,n. HaR test, akkor mindig Iétezik is ilyen polinom.
Legyen
) = Mins =)
[izj(cj — i)
a j-edik Lagrange interpolacios alappolinom, és legyen f(x) = ;-lzo d;jli(x).
134. Hogyan hasznalhaté a Lagrange-interpolacio titokmegosztasra?
Legyen m,n € Nt,m < n. Tegyiik fel, hogy egy t € N, t < T titkot n részre akarunk szétosztani tgy, hogy
barmelyik m részbdl a titok visszadllithato legyen, de kevesebbdl semmi informacidt ne lehessen kapni a
titokrol. Valasszunk egy T-nél (és lehetdleg n-nél is) nagyobb p primet és véletlen aq, ay, ..., aym_1 € Zyp
egylitthatokat, majd szamitsuk ki a Z,, feletti t + a;x* 4+ ayx® 4 - + @,y x™ 7 polinom y1, v, ..., ¥n
értékeitaz 1, 2, ..., n helyeken. Ezek az y;-k a titokrészek: barmelyik m titokreszbdl a polinom megkaphato
Lagrange-interpoldcidval, igy adédik a konstans tag, azaz a titok.
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Bizonyitasok
e Milyen kapcsolat van egy polinom gyokei illetve a derivaltjanak a gyokei kozott?

e Mik lehetnek egy primitiv egészegylitthatds polinom racionalis gyokei?

9. Polinomok irreducibilitasa

135. Hogyan jellemezhetGek test folotti polinomgydiriiben az egységek?
F test folotti polinomgy(riiben az egységek azon f polinomok, amikre deg(f) = 0 (nemnulla

konstans polinom).

136. Mit mondhatunk test folotti els6foki polinomokrél a gyokokkel kapcsolatban?

Ha F test, F € F[x],deg(f) = 1, akkor létezik c € F: f(c) = 0 (azaz c gyok).

137. Mit mondhatunk a linearis polinomokrdl test fél6tti polinomgyiiriiben irreducibilitas szempontjabol?

7

138. Hogyan jellemezhet6k a C folotti irreducibilis polinomok?

f € C[x],deg(f) = 2 esetén f felbonthatd.

139. Hogyan jellemezhetdk az R folotti irreducibilis polinomok?

f € R[x] irreducibilis pontosan akkor, ha deg(f) = 1,vagy deg(f) = 2 és nincsen valds gyoke.

140. Mit mondhatunk véges testekrdl az elemszammal kapcsolatosan?

77

141.  Definidld a primitiv polinom fogalmat!
Egy polinomot primitiv polinomnak neveziink, ha az egytthatdinak a legnagyobb kozos
osztdja 1.
Példaul: f(x) = 4eleme Z[x],deg(f) = 0. f(x) = 2 * 2

142. Hogy szd6l a Schénemann-Eisenstein-tétel egész egyltthatds polinomokra?
Legyen f(x) = apx™ + -+ a;x + ay € Z[x],a, # 0,n = 1 primitiv polinom.

Ha létezik p primszam, amire:

ptay

pla,0<j<n

p* t ag
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akkor f(x) irreducibilis Z[x] — ben.

143. Hogyan szél a Gauss-tétel egész egylitthatds polinomokra?
Ha f(x) legalabb els6foku primitiv polinom, akkor f(x) irreducibilis Z[x]-ben pontosan akkor, ha f(x)

irreducibilis Q[x]-ben.

Bizonyitasok
e Hogyan jellemezhet6ek test folotti polinomgy(iriben az egységek?

F test folotti polinomgyliriben az egységek azon f polinomok, amikre deg(f) = 0 (nemnulla konstans

polinom).

Bizonyitas:
deg(f)=0=>f =ay #0,a, € F egység,igy egység F[x] — ben is. 0 nyilvin nem egység.

Hadeg(f) = 1,f *a =1=deg(f) + deg(a) = 0,ilyen a nem létezik,ezért f nem egység.

e Mit mondhatunk test folotti els6foku polinomokrdl a gydkokkel kapcsolatban?

Ha F test, F € F[x],deg(f) = 1, akkor létezik c € F: f(c) = 0 (azaz c gyok).

Bizonyitas:
???

e  Mit mondhatunk a linedris polinomokrél test f6l6tti polinomgy(ir(iben irreducibilitds szempontjabol?

??

e Hogyan jellemezhet6k a C folotti irreducibilis polinomok?

f € C[x],deg(f) = 2 esetén f felbonthatd.

Bizonyitas:
Az algebra alaptétele miatt van gyok, gyoktényezG6t kiemelve pedig a hanyados legalabb elséfokd, igy tehat

kaptunk nemtrividlis szorzat-el6allitast.

e Hogyan jellemezhet6k az R fol6tti irreducibilis polinomok?

PP
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10. Kodolas

144. Definidld a kédolas fogalmat!

Uzenetek halmazat egy masik (tarolhatd, kiildhet8 formatumu) halmazra képezziik.

145. Add meg a kommunikdcié vazlatos abrajat!

Adé > Csatorna > Vevo

146. Add meg a kommunikdcio részletes abrajat!

Adé Vevd
["Jzenet— ("chnet-
kédold atalakité
! 1
Gazdasdgos
kédold Dekddold
(t6morits)
k'
Hitelesito Ellen6rzo
' i
Titkositd Visszafejto
A 4
Csatorna- Hiba-
kédold dekéder
Y
Modem Modem
! )
Csatorna
Zaj

147. Definidld az informacio fogalmat!

Uj ismeret, az 4ltala megsziintetett bizonytalansaggal mérijiik.
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148. Definiald a gyakorisag/relativ gyakorisag fogalmat!
149. Definiald az eloszlas fogalmat!

Legyen az dsszes kiilénb6z8 tzenet aq, ay, ..., a,,(m € N*). Ha az a; lizenet k;-szer fordul el8, akkor azt

mondjuk, hogy gyakorisaga k;, relativ gyakorisaga pedig p; = ki/n > 0.

A Py, D2, -, Pm SZAM-m-est az Uzenetek eloszldsanak nevezziik. Nyilvan Y%, p; = 1.

150. Definidld Gzenet egyedi informacidtartalmat!
Az a; Gzenet egyedi informacidtartalmanak célszerl definicidja I; = —log,-p;, ahol r egy 1-nél nagyobb
valds szam. A logaritmus alapja az informacié egysége. Amennyiben az alap 2, akkor az informacio

egysége a bit.

151. Definidld az entrépia fogalmat!

Egy eloszlas entropidjat a

m
H.(p1, o, Dm) = — Z pilog,p;

=1

Osszefliggéssel értelmezziik.

152. Milyen korlat adhaté az entrépiara?
Barmilyen eloszlashoz tartozé entrépiara H,(p1, P2, -, Pm) < log,m, és egyenl&ség pontosan akkor

teljesul, hap; =p, = =pp, =1/m.

153. Definiald a betlinkénti kédolast!
Adott egy A (véges) halmaz — kddolandd abécé — és egy B (véges) halmaz — kédabécé. Ekkor a betlinkénti

kédolés egy @: A —» B* leképzés.

154. Definidld a prefix, infix, szuffix fogalmat!

Legyenek a, B,y € A*. Ekkor a prefixe ay-nak, y szuffixe ay-nak, és 8 infixe afy-nak.

155. Definiald a trividlis prefix/infix/szuffix fogalmat!
Ha a egy sz6, akkor az Uires sz6 és @ mind prefixe, mind szuffixe, mind pedig infixe a-nak. Ezek az a

trivialis prefixei, trividlis szuffixei és trivialis infixei.

156. Definiald a valddi prefix/infix/szuffix fogalmat!

A prefix, szuffix, illetve infix valddi prefix, valédi szuffix, illetve valddi infix, ha nem egyezik meg a-val.
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157. Definidld a prefixmentes halmaz fogalmat!
Szavak egy halmaza prefixmentes halmaz, ha nincs benne két olyan kiilénb6z6 sz6, hogy egyik a masik
prefixe.

158. Definidld a kédfa fogalmat!
A betlinkénti kddolds szemléletesen és egyértelmlen adhatd meg egy iranyitott fa segitségével. Legyen
@:A > BY egy betlinkénti kddolas. Tetsz8leges széhalmaz, igy a ¢ értékkészletében Iévs bsszes
prefixeinek halmaza is részbenrendezett a ,, prefixe” reldciéra. Készitsiik el ennek a reldciénak a Hasse-
diagramjat. Egy irdnyitott fat kapunk, aminek a gyokere az lires szd, tovdbba minden szé a hosszdnak
megfelel6 szinten van.
A fa éleit szinezziik ugy B elemeivel, hogy ha f = ab valamely b € B-re, akkor az a-bdl 5-ba mend él
szine legyen b. Nyilvan barmely csucs esetén a csucsbol kivezetd élek mind kiilénbdz6ek. A kddfa csucsait
is kiszinezhetjiik, az a € A kddjanak megfeleld csucs szine legyen a, azon csucsok szine, melyek nincsenek
az értékkészletben, legyen lres.

159. Definidld a felbonthaté kéd fogalmat!
Egy kod felbonthatd, ha ¢: A* — B* injektiv.

160. Definidld a prefix kod fogalmat!
Olyan kod, amelyik prefixmentes.

161. Definiadld az egyenletes/fix hosszusagu/blokk kéd fogalmat!
Minden kddszo egyforma hosszu.

162. Definidld a vessz6s kod fogalmat!
Van egy kiilon karakter a B kddabécében, a ,vessz6”, mely minden kddszoé végén szerepel, de csak ott.

163. Adj példat nem prefix, de felbonthaté kddra!
???
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164. Hogyan szél a McMillan egyenlGtlenség és a megforditasa?
Legyen A, B két véges abécé, ¢: A > B™ injektiv leképzés, K = {a, ay, ..., a,, } betlinkénti kod Ugy, hogy a
kédszavak hosszai Iy, 15, ..., L. Ha K felbonthatd és |B| = r (kdd dbécé elemszdma), akkor

n
zr'li <1 (%
i=1

Forditva:
Ha [y, l,, ..., 1, pozitiv egészek, amikre teljesiil (*), akkor A-nak van B elemeivel olyan kédoldsa, ami
felbonthatd és a kédszavak hosszai ly, I, ..., L. S6t, van ilyen prefix kdd is!

165. Definidld az altalanos széhosszusagot!
Legyen A = {ay, ..., a,} a kédolandd dbécé, p,, ..., p,, a betlk eloszldsa, : A — B* egy betlinkénti
kédolds, I; az a; kédjanak hossza. Ekkor [ = ¥, p;1; a kéd atlagos széhosszusaga.

166. Definidld az optimalis kéd fogalmat!
Ha adott elemszdmu dbécével és eloszlassal egy felbonthatd betlinkénti kéd atlagos szé6hosszusaga
minimalis, akkor optimalis kédnak nevezziik.

167. Mit mondhatunk optimalis kdd |étezésével kapcsolatosan?
Vélasszunk egy tetsz6leges felbonthatd kddot, és legyen ennek atlagos széhosszusaga I. Mivel p;l; > 1
esetén a kdd nem lehet optimalis, elég azon kddokat tekintenilink, amelyekre [; < l/pi' hai=1,..,n.
Ilyen kod csak véges sok van, igy van koztiik minimalis atlagos hosszusagu.

168. Hogyan szo6l Shannon tétele zajmentes csatornakra?
Adott (py, Pz, ..., Pm) eloszlas mellett felbonthaté kéd esetén H,.(py, ..., py) < L.

169. Mit mondhatunk Shannon kéd létezésérdl?
m > 1 esetén van olyan prefix kéd, melyre | < H,(py, ..., pm) + 1.
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170. Hogyan konstrualunk Huffman-kédot?
Az aq,a,, ..., a, Uzenetek eloszlasa legyen (p1, P2, ..., Pn)- Legyen a jelkészlet r elem(. Rendezzik
valdszinliség szerint csokkend sorrendbe az (izeneteket.

legyenn—2=(r—-1)g+m:0<m<r—1.
Legyent = m + 2, helyettesitsiik az utolsd t Gizenetet egy Uj betlivel, a megfeleld valdszinliségek dsszege
legyen az Uj betihoz tartozd valdszinliség.

Ezutan ismételjik a redukciot, de most mar minden lépésben r darab lizenettel csokkentsiik a halmazt. Ha
legfeljebb r tizenetet kaptunk, ezek kédjai legyenek a megfelel§ jelek. Ezutan a redukcidndl visszafelé
haladva, ha volt 6sszevonas, a kovetkez§ karakter kiegészitésével kapjuk a kédot.

Példa a kovetkez6 oldalon.
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Példa:

Kédolando dbécé: {a, b, c,d, e, f, g, h,i,j}
Eloszlasok: {0.17(a), 0.02(b), 0.13(c), 0.02(d), 0.01(e), 0.31(f), 0.02(g), 0.17(h), 0.06(i), 0.09(j) }
Kédolo dbécé: {0,1,2}

8=(3-1)*4+0=>m=0=>t=2

Sorba rendeziink eloszlasok szerint csokkend sorrendben:

F:0,31 F:0,31
A:0,17 A: 0,17
H:0,17 H:0,17
C:0,13 C:0,13
J: 0,09 J: 0,09
I: 0,06 I: 0,06
B: 0,02 (G, E): 0,03
D: 0,02 B: 0,02
G: 0,02 D: 0,02
E: 0,01
Kodolas:
(A, H, C) 0
F 1
(), ((GE), B, D), 1) |2
A 00
B 211
C 02
D 212
E 2101
F 1
G 2100
H 01
[ 22
J 20
Entrépia ~ 1,73

Atlagos kédhossz ~ 1,79

Diszkrét Matema
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F: 0,31

A: 0,17

H: 0,17

C:0,13

J: 0,09

((G,E), B, D): 0,07
1: 0,06

A: 00, H: 01, C: 02

J: 20, ((G,E), B, D): 21, I: 22

F: 0,31
(, (G, E), B, D), 1): 0,22
A:0,17
H: 0,17
C:0,13
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(A H, C):0,47
F:0,31
(4, ((G, E), B, D), 1): 0,22
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Bizonyitasok
e Milyen korlat adhaté az entrépiara?

Barmilyen eloszlashoz tartozé entrépiara H,-(p1, D2, -, Pm) < log,m, és egyenl6ség pontosan akkor teljestil,

hap; =p, = =py =1/m.

Bizonyitds:

Mivel r > 1 esetén —log, szigordan konvex fliggvény,

m m 1 m
—H.(py, o, Pm) = Zm log, p; = —Zm log, (;) = —loyr(z pi/pi) = —log,m
i=1 t i=1

i=1

e Hogyan szél Shannon tétele zajmentes csatornara?

Adott (py, Pz, ..., Pm) eloszlas mellett felbonthaté kéd esetén H,.(py, ..., p) < L.

e Mit mondhatunk Shannon kéd |étezésérdl?

m > 1 esetén van olyan prefix kéd, melyre I < H,.(py, ..., pm) + 1.

Bizonyitas:
Vélasszunk olyan Iy, [, ..., [,;, természetes szamokat, amelyekre rli< P < ritl1<i<m.
Ekkor Y7, 7 “li < Y pi =1, ezért a McMillan egyenl&tlenség megforditdsa miatt van prefix kod az adott

l; hosszakkal. [; < 1 — log,(p;)-

m m m
[= Z pi * Z pi(1—log, () Z P — Z pi * log, () -
1

i=1 i=1 i=1 H‘r(plr rpm)
11. Hibakorlatozo kodolas

171. Definidld a t-hibajelz6 kdd fogalmat!
Egy kdd t-hibajelz6, ha minden olyan esetben jelez, ha az elkiildott és megkapott sz6 legfeljebb t helyen
tér el. Egy kdd pontosan t-hibajelz8, ha t-hibajelz6, de nem t+1-hibajelz8, azaz van olyan t+1 hiba, amelyet

a kéd nem jelez.

172. Definidld a Hamming-tdvolsagot!
Legyen A véges halmaz, u, v € A™ (azaz n bet(ibél all6 szavak).

Ekkor d(u,v) = |{i:1 < i <n, u; # v;}| az u és v Hamming-tavolsaga.
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173.

Hogyan mikodik az ISBN kédolasa?

Legyend,,d,, ...,d, decimdlis szamjegyek egy sorozata,n < 10.

Egészitsik ki a sorozatot egy n + 1 — edik szamjeggyel, amelynek értéke

m
dyey = Zjd]- mod 11;
=1

ha b,,,1 = 10, akkor az X ,romai szamjegy”. Ha valamelyik szamjegyet elirjuk, akkor az 6sszefiiggés

nyilvan nem teljestlhet.

174. Mi az a paritdsbites kod?

Adjunk meg egy n hosszu, 0-1 sorozatot. Ezt egészitsiik ki egy n+1-edik bittel, mely legyen 1, ha pératlan

sok 1-es van az n hosszu sorozatban, kiilénben legyen 0.

PIl.:

(0,0,0) — (0,0,0,0)
(1,1,1) — (1,1,1,1)

(1,0,1) — (1,0,1,0)

(b1, by, ..., by) > (b, by, ..., by, ¥y b; mod 2)

Ez a kdd egy 1-hibajelzé kéd.

175. Mi az a kétdimenzids paritasbites kdd?
1)0.0 e b():j STt bO,n—l b()’n
bi‘O i Z).,‘,h./' Sriayia bi,n—l b'i,n
bm—l,O o bm—l,j R bm—l,n-—l bm—l,n
bm,O coe bm,j s bm,n—l bm,n

2 hibat jelez
1 hibat javit

Pl.: Magnesszalag

176. Mit jelent a minimalis tavolsagu dekddolas?

Egy adott sz6hoz azt a kddszét rendeljik, amelyik hozza legkdzelebb van. Tobb ilyen szé esetén az egyiket

(de mindig ugyanazt) valasztjuk.

Diszkrét Matematika 2
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177. Definidld a t-hibajavité kéd fogalmat!
Egy kdd t-hibajavitd, ha minden olyan esetben helyesen javit, amikor egy elkildott kdédszé legfeljebb t
helyen valtozik meg. A kdd pontosan t-hibajavito, ha t-hibajavitd, de nem t+1-hibajavito, azaz van olyan

t+1 hibaval érkezé lizenet, amelyet a kdd helytelenil javit, vagy nem javit.

178. Miaz azismétléses kod?
Legyen egy bindrisan kédolt Gzenethalmazunk, és kiildjlk el az Gizenetet Ugy, hogy minden egyes bitet
meghdromszorozunk, azaz ugyanazt a bitet haromszor egymas utan kuldjik. A vétel helyén a hdrom
Osszetartozo bit koziil legalabb kett6 azonos lesz, igy a minimalis tavolsagu dekddolas esetén a vett

harom bithez a tébbségi dontés alapjan rendeliink egy bitet.

179. Fogalmazd meg a Singleton-korlatra vonatkozo allitast!
Legyenk € A" |A| =q,d(K) =d.
Ekkor: |K| < g™ 94+1,

180. Definidld az MDS-kéd fogalmat!
Ha egy Singleton-korlaton teljesiil az egyenl&ség, akkor maximalis tdvolsagu szepardbilis kddnak, azaz

MDS-kdédnak nevezziik.

181. Fogalmazd meg a Hamming-korlatra vonatkozo allitast!
Legyen K < a™, |A| = q,K t — hibajavité.
Ekkor:

|K|*i(;‘)*<q—1>fs q"
j=0

182. Definiald a perfekt kéd fogalmat!

Ha a Hamming korlat egyenldséggel teljesil, perfekt kodrol beszéliink.
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Bizonyitasok
¢ Fogalmazd meg a Singleton-korlatra vonatkozo allitast!

Legyenk < A", |A| = q,d(K) =d.
Ekkor: |K| < q™~4+1,

Bizonyitas:
Mivel a minimalis tavolsag d, igy az utolsé d-1 karaktert elhagyva mindig kiilonb6z6 szavakat kapunk. Ezek

hossza n-d+1, azaz n-d+1 hosszl szavak szdma q"~ %1 = |K| < g %+1,

e Fogalmazd meg a Hamming-korlatra vonatkozé allitast!
Legyen K < a", |A| = q,K t — hibajavito.
Ekkor:

|K|*i(’;)*(q—1)fs T
j=0

Bizonyitas:

Ha a kod t-hibajavitd, akkor egy kddszd t-sugard kornyezetében 1évd szot az adott kddszdra javitunk.
Ugyanaz a sz6 nem lehet két kiilonb6z6 kddszd t-sugaru kérnyezetében, mert akkor a kéd nem lenne t-
hibajavitd, igy ezek a kérnyezetek diszjunktak.

Egy kddszo t-sugaru kornyezetében 1év6 szavak szama:

D (F)a-1

j=0
12. Linearis kddolas

183. Definidld a linearis kéd fogalmat!
Legyen F véges test a bet(ik halmaza, F™ az n hosszu szavak halmaza. Ha K < F™ és K altér, akkor K-t
linedris kédnak nevezziik.
Legyen k = dim(K), d a kdd tavolsaga, a test eleminek szdma pedig q. Ekkor a kddot [n, k, d], kédnak

nevezzik.

184. Definidld a kddszé sulyét!
Egy u € A™ sz6 sulya: w(u) = d(u, (0,0, ...,0)) ami nem mas, mint a nem-nulla koordinatak szama.

Megjegyzés: d(x) az x kéd tavolsdgat jel6li.

Diszkrét Matematika 2 39 Osszedllitotta:
C szakirany Gulyas Gabor (IUJO7N)
2014/15 6szi félév (Nagy Gabor)



185. Definiald a kdd sulyat!
Egy k kéd salyaw(k) = min(d(u)),O FUueEk

Megjegyzés: d(x) az x kéd tdvolsdgdt jel6li.

186. Definidld a generatormatrix fogalmat!
Legyen G: F¢ — F, linearis leképzés, G € FJ** ¥,

Ekkor K = Im(G) esetén a G a K kdd generatormatrixa.

187. Definidld az ellen6rzé matrix fogalmat!
Legyen G € F** k egy kod generatormatrixa. Egy H € Fq"‘kx" matrix a kod egy ellen6rz6 matrixa,

ha H * v = 0,v k6dsz6 (n — k dimenziés nullvektor).

188. Mi a kapcsolat a generdtormatrix és ellenérzé matrix kozott?

H ellenérzé métrix & Ker(H) = Im(G) (Im = képtér, Ker = magtér)

189. Definidld a szisztematikus kédolds fogalmat!
190. Definiald az Gzenetszegmens fogalmat!
191. Definidld a paritdsszegmens fogalmat!
Egy kddolas szisztematikus, ha a kddszo elsé k karaktere megfelel az eredeti kddolandé szénak. Ekkor az

elsé k karakter az Gizenetszegmens, az n-k karakter pedig az ugynevezett paritdsszegmens.

192. Miakapcsolat a szisztematikus kéd generatormatrixa és ellenérzé matrixa kozo6tt?

Iy
LegyenG € Fq"Xk egy szisztematikus kéd generatormatrixa G = ()

P
Ekkor a H = (—P :I,_;) egy ellen6rzématrix.

193. Mi a kapcsolat az ellen6rzé matrix és a kod tavolsaga kozott?
Legyen H egy [n, k,d], kod ellenérz6 matrixa.

Ha H — nak barmely | oszlopa linearisan fliggetlen, akkor | < d.

194. ird le a szindréma dekédolast!

77

195. Adj meg egy binaris Hamming-kddot!

7?7
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Bizonyitasok
e Mi a kapcsolat szisztematikus kdd generatormatrixa és ellenérzé matrixa kézott?

I
Legyen G € Fq"Xk egy szisztematikus kdd generatormatrixa G = ()
P

Ekkora H = (=P :I,_y) egy ellen6rzématrix.

Bizonyitas:

Iy
HxG= (=Pl y)* () = —P+P =0 €F,07xk
P

(H*G)jj =]

HGv)=MH=*G)v=0
K =Im(G) € Ker(H)

d‘ilmm(gz(g)))zkk} = dim(Im(6)) = dim(Ker(H))

e Ml akapcsolat az ellen6rzé matrix és a kdd tavolsaga kozott?
Legyen H egy [n, k,d], kod ellenérz6 matrixa.
Ha H — nak barmely | oszlopa linearisan fliggetlen, akkor | < d.
Bizonyitas:
Legyen d a minimalis sulyu,nem 0 kédsz6 silya.Legyen ez a sz6 v = (v, vy, ..., v,)".
Ekkor,ha H = (I,l, .., [,)(ly € E'),akkor 0 = Hxv = Yiv; - h;.
Ha itt a v suilya s, akkor az nem nulla koordinatakhoz tartozo6 s db oszlop 6sszefiiggo.
Megforditva:
Havan s db 6sszeflggl vektor, akkor Yu,' * hy," = 0 (u(p’ — k ko6zott s db nem nulla szerepel)
[gy kapunk egy s stlyt kédszét = d(u) = s > d
Tehat ha talalunk 1 db linearisan 6sszefligg6 oszlopot H — ban és | — nek kevesebb oszlopa
H — nak.

linearisan fluggetlen, akkor a kédtavolsaga 2

13. Polinomkddolas

196. Definiald a ciklikus kéd fogalmat!

7?7
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197. Definiald a polinomkddolas fogalmat!
Linearis kodnal a k hosszu kodolandé szavak tekinthetdk F; feletti, k-nal alacsonyabb fokd polinomnakis,
a bet(ket nullatdl indexelve. Ha a kddolast ugy végezziik, hogy ezt a p(x) polinomot beszorozzuk egy
régzitett m-ed fokd g(x) polinommal (m € N*), akkor lineéris kddot és kddoldst kapunk, n = m + k
hosszu kédszavakkal, mivel a p +— pg leképezés kdlcséndsen egyértelm(. Az ilyen tipusu linedris kddolast

polinomkddolasnak nevezziik.

198. Mit mondhatunk a linearis ciklikus kod és a polinomkddolas kapcsolatarél?

N

199. Milyen kapcsolat van egy [n, k] linearis ciklikus kéd generatorpolinomja és x"-1 k6zo6tt?

7?7

Bizonyitasok
e Mit mondhatunk a linedris ciklikus kod és a polinomkddolas kapcsolatarol?

7?7

e Milyen kapcsolat van egy [n, k] linearis ciklikus kdd generatorpolinoma és x"-1 k6z6tt?

???
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