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Szamfogalom bdvitése, homomorfizmusok

Tételek, definiciok
1. Definiald a binér miivelet fogalmat!
Definicid
Egy X halmazon értelmezett binér (kétvdltozds) miivelet egy
# 0 X x X — X fiiggvény. Gyakran (x,y) helyett x * y-t irunk.

Egy X halmazon értelmezett unér (egyvaltozds) miivelet egy + : X — X
fuggvény.

2. Adj 2 példat binér miiveletre!

e C halmazon az +, - binér, z +— —z (ellentett) unér miivelet.

e C halmazon az + (osztds) nem mivelet, mert dmn(+) # C x C.

C* = C\ {0} halmazon az - binér, az x +— 1/x (reciprok) unér
miivelet.

C halmazon a 0 illetve 1 konstans kijelolése nullér mivelet.

3. Add meg a Peano-axiOmakat!
Peano-axiomak
Legyen N egy halmaz, © egy unér miivelet (rakdvetkezd). Ekkor
1. 0 eN;
neN= nteN;
neN= nt £0;
n,m¢e N esetén nt = m* = n=m;
(SCN,0eS5,(neS=ntel))=S=N.

R S

4. Milyen tulajdonsagokkal rendelkezik az 6sszeadas a természetes szamok halmazan?
Allitas
Ha k, m, n € N, akkor
1. (k+ m)+ n= k+ (m+ n) (asszociativitas);
2. k+ m= m+ k (kommutativitas);
3. 0+ n=n+ 0= n (van nullelem/egységelem /semleges elem).

5. Definiald az algebrai struktUra fogalmat!
6. Definiald a grupoid fogalmat!
Definicié
A (H; M) par algebrai struktira, ha H egy halmaz, M pedig H-n

értelmezett miveletek halmaza.
Az egy binér miiveletes strukturat grupoidnak nevezziik.




10.

11.
12.
13.

14.

15.
16.
17.

18.

Definiald az asszociativitas fogalmat!
Definicio
Ax: X x X — X milvelet

asszociativ, ha Va,b,c € X : (a*x b)xc = a=* (b* c);
kommutativ, ha Va,be X : ax b= b * a.

Adj példat nem asszociativ miiveletre!

a
Az osztds nem asszociativ: e (a+b)+c#a+(b+c)=

ac
b

Definiald a kommutativitas fogalmat!
Definicid
Ak X x X — X mivelet

asszociativ, ha Va,b,c € X : (axb)xc=ax(bxc);
kommutativ, ha Va,be X :ax b= bx a.

Adj példat nem kommutativ miiveletre!

A fuggvények halmazdn a kompozicié miivelete nem kommutativ:

f(x)=x+1, g(x) = x*
241 = (Fog)x) # (g 0 N)(x) = (x+ 1)2

Definiald a félcsoport fogalmat!
Definiald a semleges elem fogalmat!
Definidld a monoid fogalmat!
Definicié
A (G; ) grupoid félcsoport, ha * asszociativ G-n.
Ha létezik s€ G: Vge G:sxg=g*s5=g,
akkor az s semleges elem (egységelem), (G; *) pedig semleges elemes
félcsoport (egységelemes félcsoport, monoid).

Hany semleges elem lehet egy grupoidban?
A semleges elem egyértelmdi, igy csak egy lehet beldle egy grupoidban.

Definiald az inverz fogalmat!
Definiald a csoport fogalmat!
Definiald az Abel-csoport fogalmat!

Definicid

Legyen G egy egységelemes félcsoport a * miivelettel és e egységelemmel.

1 1

AgecGeleminverzea gl € G elem, melyre gxg ' =g~
Ha minden g € G elemnek létezik inverze, akkor G csoport.
Ha * kommutativ is, akkor G Abel-csoport.

* g = e.

Hany inverze lehet egy elemnek félcsoportban?
Félcsoportban az inverz egyértelmii, egy elemnek csak egy inverze lehet.



19. Hogyan konstrualhat6 meg az egész szamok halmaza a természetes szamok segitségével?
7, megkonstrudlhaté N-bol: az (r,s) ~ (p,q), har+qg=p+s
ekvivalenciarelacio osztalyai az egész szamok.

20. Milyen tulajdonsagokkal rendelkezik a szorzas az egész szamok halmazan?
Allitas
A Z a - miiveletre kommutativ egységelemes félcsoport.
(A - kommutativ, asszociativ, van egységelem.)

21. Definiald a disztributivitas fogalmat!
Allitas
Z-n a - az +-ra nézve disztributiv:
Vk,I,me Z-re: k-(I+m)=k-I+k-m,illetve (k+m)-I=k-1+m-|.

22. Definiald a gyiirii fogalmat!
Definicié
Legyen (R;*, o) algebrai struktira, ahol * és o binér miiveletek. Azt
mondjuk, hogy teljesil a o-nek a *-ra vonatkozé bal oldali
disztributivitasa, illetve jobb oldali disztributivitisa, ha
Vk,I.mée R-re: ko(l*xm)=(kol)x*(kom), illetve
Vk,I,m e R-re: (kx1)om=(kom):x(/om).

Definicid
Az (R;#,0) két binér miiveletes algebrai struktura gytir(, ha
e (R;=*) Abel-csoport;
e (R;o0) félcsoport;
@ teljesul a o-nek a *-ra vonatkozé mindkét oldali disztributivitasa.

Az (R; *,0) gylirli egységelemes gyiir(i, ha R-en a o miveletre nézve van
egységelem.
Az (R; %,0) gyliri kommutativ gylir(i, ha a o miivelet (is) kommutativ.

V.

23. Definiald a nullelem fogalmat!
24. Definiald az egységelem fogalmat!

Elnevezés

(R; =, 0) két binér miveletes algebrai struktiira esetén a *-ra vonatkozé
semleges elemet nullelemnek, a o-re vonatkozé semleges elemet
egységelemnek nevezzik. A nullelem szokasos jelolése 0, az egységelemé
1, esetleg e.




25. Definiald a nullosztdmentes gyiirii fogalmat!
Definicié
Ha egy (R, *,0) gylirliben Vr,s € R, r,s # 0 esetén r o s # 0, akkor R
nullosztémentes gydir(i.

26. Definiald a ferdetest fogalmat!
27. Definiald a test fogalmat!

Definicio
Az (R; ,0) gylrli ferdetest, ha (R \ {0}; o) csoport. A kommutativ
ferdetestet testnek nevezziik.

28. Hogyan konstrudlhat6 meg a raciondlis szdmok halmaza az egész szamok segitségével?
Q) megkonstrudlhaté 7Z segitségével: az (r,s) ~ (p,q) (s,q # 0), ha
r-q = p-s ekvivalenciarelacié osztalyai a racionalis szamok.

29. Definiald a rendezett gyiirii fogalmat!
Allitas
Ha k, m, n € Z, akkor

e k<m=k+n<m+n,
e mn>0= m-n>0.

Definicié
Egy R gylirl rendezett gy(iri, ha van az R-en definidlva egy rendezés,
mely kielégiti a fenti tulajdonsagokat.

30. Definiald a felsé hatar tulajdonsagl halmaz fogalmat!
Egy X halmaz felsé hatar tulajdonsagi, ha minden () # Y C X feliilrdl
korlatos részhalmaznak van supremuma.

31. Definiald a valos szamok halmazat!

Valés szamok halmazanak definicidja

Legyen R az N-et tartalmazoé legszitkebb felsé hatar tulajdonsaggal
rendelkez6 rendezett test.




32. Definiald a homomorfizmus fogalmat!
33. Definiald az izomorfizmus fogalmat!

Elnevezés

A mivelettartd leképezést homomorfizmusnak nevezzuk, a bijektiv
homomorfizmust pedig izomorfizmusnak.

34. Definiald a homomorf kép fogalméat!
Definicid
Legyenek (X;x) és (Y; o) grupoidok. Az f : X — Y fiiggvény
muvelettartd, ha Va, b € X esetén

f(ax b) = f(a) o f(b).

f(X)-et X homomorf képének nevezziik.

35. Mit mondhatunk homomorfizmusok/izomorfizmusok Osszetételérél, izomorfizmus inverzérél?

Allitas

Legyenek f; : X — Y és £, : Y — Z homomorfizmusok. Ekkor £, o f; is

homomorfizmus.

Allitas

Izomorfizmus inverze izomorfizmus.

36. Milyen homomorf invarians tulajdonsagokat ismersz grupoidokkal kapcsolatosan?

Allitas

Legyen adott a (G;-) félcsoport és az f : G — G’ homomorfizmus. Ekkor

igazak a kovetkezok.
Q@ 7(G) félcsoport.

@ Ha G-ben s b.os.e, j.os.e, illetve s.e., akkor f(G)-ben f(s)
b.os.e., j.os.e., illetve s.e.

© Ha G-ben g-nek g* b.o.i.-g, j.o.i.-e, illetve inverze, akkor (G )-ben

f(g)-nek f(g*) b.o.i.-e, j.o.i.-e, illetve inverze.

© Ha G-ben g és h felcserélhetoek, akkor 7(G)-ben f(g) és 7(h)
felcserélhetoek.




Bizonyitasok
e Hany semleges elem lehet egy grupoidban?

Allitas }

Ha a (G; =) grupoidban s, b.o.s.e., s; pedig j.o.s.e., akkor s;, = s;.

Bizonyitas

Sj = Sp * 5 = Sp

e Hany inverze lehet egy elemnek félcsoportban?
Allitas
Legyen (G; *) egy félcsoport az s semleges elemmel. Ha g, bal oldali
inverze g-nek, g; pedig jobb oldali inverze, akkor g, = g;.

Bizonyitas

gi=sxg =(gp*8)*g =8p*(8*8)=8b*S=8b

e Mit mondhatunk homomorfizmusok/izomorfizmusok Osszetételérél, izomorfizmus inverzérél?
Allitas
Legyenek f; : X — Y és f, : Y — Z homomorfizmusok. Ekkor f; o f; is
homomorfizmus.

Bizonyitas

(f 0 fi)(ab) = f(fi(ab)) = H(fi(a)h(b)) = h(fi(a))fa(A(b)) =
= (f2 0 f)(a)(f2 o f,)(b)

Allitas

|zomorfizmus inverze izomorfizmus.

Bizonyitas
f1(f(a)f(b)) = f*(f(ab)) = ab = f~*(f(a))f (f(b))




Milyen homomorf invarians tulajdonsagokat ismersz grupoidokkal kapcsolatosan?

Allités
Legyen adott a (G; -) félcsoport és az  : G — G’ homomorfizmus. Ekkor
igazak a kovetkezdk.
Q@ 7(G) félcsoport.
@ Ha G-ben s b.os.e, j.os.e, illetve s.e., akkor (G)-ben f(s)
b.o.s.e., j.o.s.e., illetve s.e.
© Ha G-ben g-nek g* b.o.i-e, j.o.i.-e, illetve inverze, akkor (G )-ben
f(g)-nek f(g*) b.o.i-e, j.o.i.-e, illetve inverze.

© Ha G-ben g és h felcserélhetbek, akkor f(G)-ben f(g) és f(h)
felcserélhetdek.

Bizonyitas
Az egyszerliség kedvéért a G-beli elemek f szerinti képét jeldlje a
megfelelé '-s verzié (pl. f(g) = g’).

© (a'b')c’ = (ab)'c’ = (abc)’ = a'(bc) = a'(b'c’)

Q@ s'g'=(sg) =¢ g's'=(gs) =g

© g¥g' =(gg) =+ g'e”’ = (gg*) =+

O 't = (gh)' = (hg)' = h'g’




2.  Csoportok
Tételek, definiciok
37. Definiald a csoport fogalmat!

Definicié

A (G; ") grupoidot csoportnak nevezziik, ha
@ a - milvelet asszociativ G-n (Vg1, 22,83 : (g182)g3 = g1(&283)),
o létezik egységelem (Jdec G :Vg € G : eg = ge = g),
@ minden elemnek van inverze

(VeeG:3gteG:ggt=gtg=c¢e).

38. Add meg a csoport ekvivalens jellemzéseit!

Tétel
Egy (G;-) félcsoportra a kovetkezd feltételek ekvivalensek:
(1) (G;-) csoport;

(2) Minden a, b € G esetén egyértelmiien létezik az ax = b és az ya= b
egyenletnek megoldasa G-ben;

(3) Minden a, b € G esetén létezik az ax = b és az ya = b egyenletnek
megoldasa G-ben;

(4) Létezik e, € G bal oldali egységelem, és minden a € G elemnek
létezik ep-re vonatkozd ap € G balinverze (apa = ).

39. Fogalmazd meg az egyszeriisitési szabalyt!
Kovetkezmény (egyszer(sitési szabdaly)

Csoportban a miuvelet regularis, vagyis ac = bc esetén a = b, illetve
ca = cb esetén a = b.

40. Adj 3 példat csoportra!
(Z; +), (Q: +), (R; +), (C; +);

41. Mit mondhatunk csoportban szorzat inverzérél?

Allitds (szorzat inverze)
(ab) ' =b"1ta!




Bizonyitasok
Add meg a csoport ekvivalens jellemzéseit!

Tétel

Egy (G; ) félcsoportra a kovetkezd feltételek ekvivalensek:

(1) (G;-) csoport;

(2) Minden a, b € G esetén egyértelmiien létezik az ax = b és az ya = b
egyenletnek megoldasa G-ben;

(3) Minden a, b € G esetén létezik az ax = b és az ya = b egyenletnek
megolddsa G-ben;

(4) Létezik e, = G bal oldali egységelem, és minden a € G elemnek
|étezik ep-re vonatkozd ap € G balinverze (apa = ep).

A bizonyitas menete
1=02)=0B)=04=(00)

Bizonyitas

1) = (2)

Ha x megolddsa az ax — b egyenletnek, akkor a !(ax) = a 1b, és igy

a 1(ax) = (a7 'a)x = ex = x miatt x = a~'b (G egységelemét e jeloli).
Réadasul x — a~'h valéban megoldds, hiszen

a(a='b) = (aa~')b=eb = b.

Az ya = b egyenlet esete hasonlé mdédon bizonyithatd.

(2) =(3)

Nyilvanvald.

(3) = (4)

Tekintsiink egy tetszbleges a € G elemet, és legyen e, az ya = a egyenlet
egy megoldasa. Belatjuk, hogy e, bal oldali egységelem, vagyis minden
b € G esetén e,b = b. Legyen xy egy megolddsa az ax = b egyenletnek.
Ekkor epb = ep(axp) = (epa)xo = axo = b.

Tetszbleges ¢ € G esetén az yc = e, egyenlet egy megolddsa j6 lesz
c-nek az ep-re vonatkozd bal oldali inverzének.

(4) = (1)

Legyen e, a bal oldali egységelem, tovabba egy tetszoleges a € G esetén
ap az ep-re vonatkozo bal oldali inverze, valamint aj az a,-nek az e,-re
vonatkozo bal oldali inverze. Ekkor

aap = (epa)ap = ep(aan) = (a,an)(aap) = ap(ava)ar = aj(erar) = apap = es.
Tehat a, egyben jobb oldali inverze is a-nak, vagyis inverze, igy
tetszoleges elemnek van az e,-re vonatkozo inverze. Belatjuk még, hogy
ep Jjobb oldali egységelem is, igy egységelem:

aep = a(apa) = (aap)a = epa = a.




¢ Mit mondhatunk csoportban szorzat inverzérél?

Allités (szorzat inverze)
(ab)~1 = b1a7t

Bizonyitas
(b~ ta 1) (ab) =b Y ata)b=bleb=b"1(eb)=blb=e

3.  Részcsoport

Tételek, definiciok
42. Definiald komplexus fogalmat!
43. Definiald a komplexiusszorzast!

Definicid
Legyen (G;-) csoport, ekkor [} £ K C G esetén K-t komplexusnak
nevezzuk.

A komplexusok halmazan értelmezzik a komplexusszorzast:
0 #K,MC G esetén KM = {km|lk € KA m € M}.

44. Milyen struktUrat alkot egy csoport komplexusainak halmaza a komplexusszorzassal?
Allitas
Legyen (G;-) csoport e egységelemmel, P = {K|() # K C G}. Ekkor
(P;-) egységelemes félcsoport £ = {e} egységelemmel.

45, Definiald a részcsoport fogalmat!
Definicio
Legyen (G; ) csoport, tovdbbd () £ H ¢ G. Ha (H

a (H;-,.,) részcsoportja a (G;-) csoportnak.
Jelolés: (H;-),...) < (G;")

1w n) CsOport, akkor




46. Definiald a trividlis részcsoport/valddi részcsoport fogalmat!
47. Add meg a részcsoport ekvivalens jellemzéseit!

Tétel
Legyen (G; ) csoport, tovdbbd H C G. Az alabbi feltételek ekvivalensek:
(1) H részcsoportja G-nek;

(2) a - lesziikitése H x H-ra egy H x H-t H-ba képezé leképzés, H
tartalmazza (G; ') egységelemét, és H ' C H;

(3) H#0, HH C H és H™ C H;
(4) H+#0és H1H C H.

48. Mit mondhatunk részcsoportok metszetérél?

Legyen (G;*) csoport, tovabba vegyik tetszéleges szamU részcsoportjat. Ekkor ezen részcsoportok metszete
is G részcsoportja.

Bizonyitasok
e Milyen struktUrat alkot egy csoport komplexusainak halmaza a komplexusszorzassal?

Allitds
Legyen (G;-) csoport e egységelemmel, P = {K|l) # K C G}. Ekkor
(P;-) egységelemes félcsoport £ = {e} egységelemmel.

Bizonyitas

A komplexusszorzas definicidja alapjén (P; ) grupoid.
K(MN) ={k(mn)lk e KAme MAne N} =

= {(km)nlke KAme MAne N} =(KM)N

EK = {ek|k € K} = {k|k € K} = {ke|k € K} = KE

e Add meg a részcsoport ekvivalens jellemzéseit!
Tétel
Legyen (G; -) csoport, tovdbbd H C G. Az aldbbi feltételek ekvivalensek:
(1) H részcsoportja G-nek;

(2) a - lesziikitése H x H-ra egy H x H-t H-ba képezé leképzés, H
tartalmazza (G;-) egységelemét, és H ' C H;

(3) H#0, HH C H és H™! C H;
(4) H+#0és H1H C H.




Bizonyitas

(1) = (2):

- Mivel H részcsoport, ezért algebrai struktira is.

- Legyen ey H egységeleme, e; pedig G-é. Ekkor tetszéleges h ¢ H
esetén hey = h és heg = h, igy az egyszeriisitési szabaly miatt ey = eg.
- Legyen h € H-nak a H-beli inverze h,}l, a G-beli pedig hgl. Ekkor
ho'h = ey és hy'h = ey, igy az egyszeriisitési szabdly miatt h." = h,'.
(2) = (3):

Nyilvanvalé.

(3) = (4):

Hl1cH=HYHcHHCH

(4) = (1):

- dhe H#D=ec=hhe HHCH

-hl=hlece HIHCH

-h - hy=(h;Y)y"thhe H'HCH

Mit mondhatunk részcsoportok metszetérél?
Kovetkezmény

Legyen (G -) csoport, tovabba H, < G, ahol v € I' # (). Ekkor
H =), cr Hy esetén H < G.

Bizonyitds

Legyen e az egységeleme G-nek. Minden v € [ esetén:
- e € H,, illetve

- H'H C H,'H, C H,,

igy H#0, illetve H1H C H.




49.

50.

51.
52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

Generdtum

Tételek, definiciok
Definidld a generatum fogalmat!

Legyen G csoport, K komplexus G-ben. Ekkor K generdtuma a K-t tartalmaz6 részcsoportok metszete.
Jelblése: (K)

Definiald a generatorrendszer fogalmat!
Ha (K) = G, azaz K generatuma kiteszi G-t, akkor K a G generatorrendszere.

Definiald a ciklikus csoport fogalmat!
Definidld a generator fogalmat!
Ha K = {g} (egyértelmi), akkor G a g elem dltal generdlt ciklikus csoport és g a generator.

Mit mondhatunk a generatum szerkezetérél?

Ha K komplexusa a G csoportnak akkor
(KV=1k .-k |se Nk,e KUK 1< j<s]

tires szorzat az egysegelem!

Mit mondhatunk ciklikus csoport homomorf képérdl?
8.1.18. Kovetkezmény. Ha g € G, akkor (g) = {¢" :
n € Z}. Egy ciklikus csoport homomorf képe is ciklikus, egy
generdtor képe generalja a homomort képet.

Definiald a csoport/elem rendjét!
Def. Csoport rendje a csoport elemeibdl allo halmaz szamossaga.

G csoport esetén ezt |G| -vel vagy O(G)-vel jeloljik.

g € G elem rendje a legkisebb » pozitiv egész, amelyre g” = e, ha
nincs ilyen n, akkor .

Mivel lehet izomorf egy ciklikus csoport?

8.1.20. Tétel. Végtelen ciklikus csoport izomorf az
egész szamok additiv csoportjdaval, mig n elemii ciklikus cso-
port a modulo n maradékosztalyok 7, additiv csoportjaval
izomorf. Specialisan, a ciklikus csoportok kommutativak.

Milyen kapcsolat van egy elem illetve a generatumanak a rendje kdzott?

Eszrevétel: g € G elem rendje megegyezik az elem altal generalt
részcsoport rendjével.

Mit mondhatunk a ciklikus csoportok szerkezetérél?

Ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus.



Bizonyitasok
e Mit mondhatunk a generatum szerkezetérdl?

Ha K komplexusa a G csoportnak akkor

(K)=t .-k |se N.k,e KUK 1< j<5|

res szorzat az egységelem!

Biz. Legyen
H=%-. klseNkekKUK' 1<j<s|
1. Nyilvanvalé, hogy H c(K), mivel (K) részcsoport G-ben.

2. His részcsoport G-ben, mivel benne van GG egységeleme, zart a
szorzasra és az inverzképzeésre.

tovabba, minden K-beli elemet tartalmaz

=>(K)cH



59.

60.

61.

62.

63.

64.

Mellékosztaly, Lagrange tétele és kovetkezményei
Tételek, definiciok
Definidld a mellékosztaly fogalmat!

Legyen G csoport, H< G ésa~ b, ha ab' € H, valamely a, b € G-re.

Definiald részcsoport indexét!
Def. legyen G csoport, H < G. A H szerinti mellékosztalyok
halmazanak szamossaga H indexe G-ben. Jelolése: |G : H|, |G : H].

Hogyan sz0l Lagrange tétele?
Legyen G véges csoport ¢s H <G . H rendjének és G-beli indexének
a szorzata egyenlo G rendjével.

Milyen kapcsolat van egy elem rendje és a csoport rendje kdzott?
1. Véges csoportban elem rendje osztoja a csoport rendjének.

Milyen kapcsolat van primszamrendii csoport és ciklikus csoport kdzott?

Primszamrendi csoport ciklikus.

Add meg a primszamrendii csoportok egy ekvivalens jellemzését!
Egy nem egyelemt csoport akkor és csak akkor primszamrendii, ha
csak trivialis részcsoportja van.

Bizonyitasok

Hogyan sz0l Lagrange tétele?

Legyen G véges csoport és H <G . H rendjének és G-beli indexének
a szorzata egyenl0 G rendjével.

G|= 2 |rH

reR
ahol R egy bal oldali reprezentansrendszere H-nak.

Biz.

>

Legyen @(h) = ah = ¢ egy bijekcio H és aH kozott, mert

szurjektiv: minden ak € aH-nak az 6se: h € H,
injektiv: tth ah,= ah,, valamely h,, h,e H-ra

regularitas > h=h,. = \H|=|rH |

— |G|l =|H]|-|R| = |H]||G: HI|



e Milyen kapcsolat van primszamrendii csoport és ciklikus csoport kdzott?
2. Primszamrendi csoport ciklikus.

Biz. Tth |G| =p. p prim.

= da(ze)e G

Lagrange-tétel = al 116
a

Tehat |al| csak p vagy 1 lehet, és igy az a elem generalja az egész G
csoportot, tehat G ciklikus.

Megjegyzés: Az egységelem kivételével barmelyik eleme generalja G-t.

e Add meg a primszamrendii csoportok egy ekvivalens jellemzését!

Egy nem egyelemt csoport akkor és csak akkor primszamrendii, ha
csak trivialis részcsoportja van.

Biz.
=>:  El6z6 megjegyzés =
ha G primszamrendd, akkor ciklikus €s a részcsoportok:

{e} ésmagaa G.

< : Tth G olyan csoport, amelynek pontosan két részcsoportja van, és
legyena e G, a #e.

> =G

= G ciklikus.
1. Kérdés: Lehet-e |G| =0 ?
Valasz: nem, mert akkor pl. a” valodi részcsoportot generalna G-ben.
2. Kérdés: Lehet-¢ |G| =nem prim ?

Vélasz: nem, mert ha |G| = nn,...ny, ahol n. > 1, akkor

<a”f > < G’ mert (a"f )m"z———";-mm———"k —e

()



6. Normalosztd, homomorfizmustétel
Tételek, definiciok
65. Definiald a normaloszt0 fogalmat!
Definicié
Legyen (G; ) csoport, tovdabba N < G. Ha minden a € G esetén

aN = Na, akkor N-et normaloszténak (normaélis részcsoportnak, invaridns
részcsoportnak) nevezziik, és az N <1 G jelolést hasznaljuk.

66. Definiald a trivialis/val6di normaloszt6 fogalmat!
Megjegyzés
Ha N normalosztd, akkor a bal oldali és jobb oldali mellékosztalyok
megegyeznek.
Ez forditva is igaz: ha a bal oldali és jobb oldali mellékosztalyok

megegyeznek, akkor minden a € G esetén a/l = Na, hiszen a
mindkettének eleme.

67. Mit mondhatunk 2 indexii részcsoportokrol?
Kovetkezmény

Kett6 indexii részcsoport mindig normaloszto.

68. Add meg a normalosztdk ekvivalens jellemzéseit!

Tétel

Legyen (G; ) csoport, tovabbd NV < G. Ekkor a kovetkezé feltételek
ekvivalensek:

(1) N normaéloszté;
(2) a 'Na= N minden a € G-re;
(3) a 'Na C N minden a € G-re.

69. Mit mondhatunk normalosztok metszetérél?
Kovetkezmény

Ha N, v €T a(G;-) csoport normalosztdinak egy rendszere, akkor
N =, cr Ny is normdloszts.




70. Milyen kapcsolat van normalosztdk és a miivelettel kompatibilis osztalyok kdzott?
Tétel
Legyen (G;-) csoport. Ekkor
(1) egy N normdlosztd szerinti mellékosztdlyok G-nek a mivelettel
kompatibilis osztdlyozasat alkotjak;
(2) egy N norméloszté szerinti mellékosztalyok kozotti miivelet
megegyezik az osztalyok mint halmazok komplexusszorzasaval;

(3) minden a miivelettel kompatibilis osztdlyozas esetén az egységelem
osztalya normalosztd, és az osztdlyozas ezen normalosztd szerinti
mellékosztalyokbdl all.

71. Definiald a faktorcsoport fogalmat! Adj 2 példat!

Def. A G csoport N normalosztoja szerinti mellékosztalyok a
komplexusszorzassal G N szerinti faktorcsoportjat alkotjak (G/N).

72. Definiald a homomorfizmus magjat!

8.1.38. Homomorfizmus magja. Egy G csoportnak
egy G’ csoportba valé ¢ homomorfizmusandl a homomorfiz-
mus magjan a G’ csoport ¢ egységelemének a teljes inverz
képét értjiik. A o magjat ker(p)-vel jeloljiik.

73. Hogyan sz0l a homomorfizmustétel?

8.1.39. Homomorfizmustétel. Egy G csoport egy
¢ homomorfizmusanal a homomorfizmus magja normalosz-
to, és a G/ ker(y) faktorcsoport izomorf G' = o(G)-vel. A G
barmely N normalosztéja magja valamely homomorfizmus-
nak: G-nek GG/N-re val6 kanonikus leképezése homomorfiz-
mus, amelynek magja N .




Bizonyitasok
Add meg a normalosztdk ekvivalens jellemzéseit!

Tétel

Legyen (G; ) csoport, tovdbbd N < G. Ekkor a kdovetkezé feltételek
ekvivalensek:

(1) N normalosztd;
(2) a*Na = N minden a € G-re;
(3) a *Na C N minden a € G-re.

Bizonyitas

(1)=2): aNa=atl Na=al-aN=(ata)N=N
(2)=(1): Na= (aa ')Na = a(a *Na) = aN

(2)=(3): nyilvanvalé

3)=2): () N@)cN=N=aaNat)ac aNa

Mit mondhatunk normalosztok metszetérél?
Kovetkezmény

Ha N, v €T a (G;-) csoport normdlosztéinak egy rendszere, akkor
N =, r N, is normdloszto.

Bizonyitas

a~'NacC a 'N,ya C N, minden y € I'-ra, igy a *Na C N,er Ny = N.

Milyen kapcsolat van normalosztdk és a miivelettel kompatibilis osztalyok kdzott?
Tétel
Legyen (G;-) csoport. Ekkor
(1) egy N norméloszté szerinti mellékosztdlyok G-nek a miivelettel
kompatibilis osztdlyozdsat alkotjak;
(2) egy N normaloszté szerinti mellékosztdlyok kozotti miivelet
megegyezik az osztalyok mint halmazok komplexusszorzasaval;

(3) minden a miivelettel kompatibilis osztalyozds esetén az egységelem
osztalya normalosztd, és az osztilyozds ezen normalosztd szerinti
mellékosztalyokbdl &ll.




Bizonyitas
(1) Legyen &’ € Na és b’ € Nb (vagyis a’ ~ a és b’ ~ b). Ekkor:

a'b’ € (Na)(Nb) = N(aN)b = N(Na)b = N?ab = Nab

(2)

{a'b'|a" € NaA b’ € Nb} = NaNb = Nab
(3) Legyen ~ a szorzassal kompatibilis ekvivalenciarelacid, és jeldlje NV az
e egységelem osztalyat. Ekkor a € IV esetén e = a ta~a le=a !,
tehdt N1 C N. Ha a,b € N, akkor ab ~ ee = e, igy NN C N, vagyis
N<G.acNésgecGesetén g-lag ~ g leg = e, tehdt g1 Ng C N,
ezért N« G.
Ha a~ b, akkor a ' = a7 bb 1 ~ alab™! = b1, ésigy
e=aa '~ ab ! vagyis ab ! e N.
Megforditva, ha ab—! € N, azaz ab~! ~ e, akkor a=ab 'b~ eb= b.
Tehat a ~ ekvivalenciareldcidhoz tartozé osztalyozas pontosan az N
szerinti osztalyokbdl all.

Hogyan sz0l a homomorfizmustétel?

8.1.39. Homomorfizmustétel. Egy G csoport egy
¢ homomorfizmusanal a homomorfizmus magja normalosz-
to, és a G/ ker(yp) faktorcsoport izomorf G' = p(G)-vel. A G
barmely N normalosztéja magja valamely homomorfizmus-
nak: G-nek GG/N-re valé kanonikus leképezése homomorfiz-
mus, amelynek magja N .

Biz.

A o71(d), a’ € G’ halmazrendszer a G egy osztalyozasa

Kompeatibilis a szorzassal?

Haae ¢7'(a’) ésbe ¢7'(b) = szerinti

¢(ab) = ¢(a)p(b) = a'b’
=ab e p—l((‘l/b')

/
El6z6 tétel (2) pont = e osztalya, azaz ker(g), normaloszto =

Az ' — p71(ad’) leképezés G’ izomorfizmusa G/ ker(y)-te.

Tétel masodik fele 8.1.35. bizonyitasa alapjan trivi. @



7.

Grafok alapfogalmai
Tételek, definiciok
74. Definiald az iranyitatlan graf fogalmat!

Definicid
A G = (p, E, V) hdrmast (irdnyitatlan) grafnak nevezziik, ha E, V
halmazok, V # 0, VNE =0és p: E — {{v,Vv'}|v,v € V}.
E-t az élek halmazdnak, V-t a csiicsok (pontok) halmazdnak és -t az
illeszkedési leképezésnek nevezziik. A @ leképezés £ minden egyes
eleméhez egy V-beli rendezetlen part rendel.

75. Definiald az illeszkedik és végpontja fogalmakat!

Elnevezés J

v € p(e) esetén e illeszkedik v-re, illetve v végpontja e-nek.

76. Definiald az illeszkedési relaciot!
Megjegyzés
Az illeszkedési leképezés meghatdrozza az | C E x V illeszkedési relaciot:
(e,v) el < v e yp(e).

77. Definiald a véges/végtelen graf fogalmat!
78. Definiald az Ures graf fogalmat!

Definicié
Ha E és V is véges halmazok, akkor a grafot véges grafnak nevezziik,

egyébként végtelen grafnak.
E = () esetén tires grafrél beszéliink.

79. Definiald a hurokél fogalmat!
80. Definiald a parhuzamos él fogalmat!
81. Definiald az egyszerii graf fogalmat!

Definicié
Ha egy él egyetlen csiicsra illeszkedik, azt hurokélnek nevezzik.
Ha e # e’ esetén p(e) = p(e’), akkor e és e’ parhuzamos élek.

Ha egy grdfban nincs sem hurokél, sem parhuzamos élek, akkor azt
egyszerl grafnak nevezziik.




82. Definiald a szomszédos él/cslcs fogalmat!
Definicié
Az e # e’ élek szomszédosak, ha van olyan v € V, amelyre v € (e) és

v € p(e’) egyszerre teljesiil. A v # v’ cslicsok szomszédosak, ha van
olyan e € E, amelyre v € ¢(e) és v/ € p(e) egyszerre teljesiil.

83. Definiald grafban a fokszam fogalmat!
Definicié
A v csucs fokszaman (vagy fokan) a rd illeszked6 élek szamat értjiik, a

hurokéleket kétszer szamolva.
Jeldlése: d(v) vagy deg(v).

84. Definiald az izolalt cslcs fogalmat!
Definicio J

Ha d(v) = 0, akkor v-t izolalt csiicsnak nevezziik.

85. Definiald az n-regularis graf fogalmat!
86. Definiald a regularis graf fogalmat!

Definicié
Ha egy graf minden csticsanak a foka n, akkor azt n-regularis grafnak
hivjuk. Egy grafot reguldrisnak neveziink, ha valamely n-re n-regularis.

87. Mit mondhatunk irnyitatlan grafban a fokszamok Osszegérél?
Allitas
A G = (p,E, V) grifra

Y d(v) = 2/E|.

veV

88. Mikor nevezlink két grafot izomorfnak?
Definicio
AG=(p,E,V)és G' = (¢, E' V') grafok izomorfak, ha léteznek
f:E— E"és g: V — V' bijektiv leképezések, hogy minden e € E-re és
v € V-re e pontosan akkor illeszkedik v-re, ha f(e) illeszkedik g(v)-re.




89. Definiald a teljes graf fogalmat!
90. Mit mondhatunk teljes graf élszamarol?

Megjegyzés

Az n cslicsi teljes grafnak () = n(n—1)/2 éle van, és K,-nel jeldljiik.

91. Mit jelentenek a C,,, P,,, S, rOviditések?
Definicié
A C, ciklus csucsai egy szabalyos n-szog cslicspontjai, és pontosan a
szomszédos csticspontoknak megfelel csiicsok szomszédosak.
A P, osvény C,.1-bol valamely él torlésével adddik.
Az S, csillagban egy szabalyos n-szog csucspontjainak és kozéppontjanak
megfeleld cstcsok koziil a kozéppontnak megfelel6 cstics szomszédos az
osszes tobbivel.

Példak

Ky Ca Ps Sa

92. Definiald a paros graf fogalmat!
Definicio
A G = (p, E, V) grifot paros grafnak nevezziik, ha V-nek létezik V' és

V" diszjunkt halmazokra val6 felbontdsa lgy, hogy minden él egyik
végpontja V/’-nek, masik végpontja pedig V/"'-nek eleme.

93. Mit jelent a K, ,, rovidités?
Definicio
Azt az egyszerii paros grafot, amelyben |V'| = m, |V"| = n és minden
V'-beli cstics minden V"-beli cstccsal szomszédos, K, ,-nel jeloljiik.

Példa

K3.3




94. Definiald a részgraf fogalmat!
95. Definiald a feszitett/telitett részgraf fogalmat!

Definicié

A G = (¢, E", V') grifot a G = (p, E, V) graf részgrafjdnak nevezziik,
ha E' C E, V' C V és ¢ C ¢. Ekkor G-t a G’ szupergrafjanak hivjuk.
Ha a G’ részgrif mindazokat az éleket tartalmazza, melyek végpontjai
V/’'-ben vannak, akkor G’-t a V' dltal meghatdrozott feszitett (vagy
telitett) részgrafnak nevezziik.

96. Definiald irdnyitatlan graf komplementerének fogalmat!

Definicié
Ha G’ = (¢', E', V') részgrafja a G = (p, E, V) grafnak, akkor a G’-nek
a G-re vonatkozé komplementerén a (p|g\g/, E \ E’, V) gréfot értjiik.

97. Definiald az élek/csUcsok torlésével kapott grafot!

Definicid
Ha G = (¢, E, V) egy graf, és E' C E, akkor a G-bdl az E’ élhalmaz
torlésével kapott grafon a G’ = (p|g\g/, E \ E', V) részgrafot értjiik.

Definicié

Ha G = (p,E, V) egy graf, és V'  V, akkor legyen E’ az osszes olyan
élek halmaza, amelyek illeszkednek valamely V/’-beli csticsra. A G-bél a
V' csiicshalmaz torlésével kapott grafon a G’ = (¢|g\er, E\ E', V' \ V')
részgrafot értjuk.

98. Definiald a séta fogalmat!
99. Hogyan definialjuk a séta hosszat?

100.

Mikor neveziink egy sétat zartnak/nyiltnak?
Definicié
Legyen G = (¢, E, V) egy graf. A

Vo, €1, V1,62, Vo, ..., Vp_1,€Ep, Vp

sorozatot sétanak nevezziik vp-bdl v,-be, ha
evieV 0<;<n,
e e cE 1<k<n,
° a,o(e;) ={vi_1,vy} 1</1<n.

A séta hossza a benne szerepld élek szama (n).
Ha vo = v,,, akkor zart sétardl beszéliink, kiilonben nyilt sétardl.




101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

Definiald a vonal fogalmat!
Definicio
Ha a sétaban szereplo élek mind kiilonbozbek, akkor vonalnak nevezziik.
Az elézoeknek megfeleloen beszélhetunk zart vagy nyilt vonalrél.

Definiald az Ut fogalmat!

Ha a sétaban szerepl6 csicsok mind kilonbozoek, akkor (itnak nevezziik.

Definicié J

Definiald a kor fogalmat!
Definicié
Egy legalabb egy hosszi zart vonalat kornek nevezink, ha a kezdo- és
végpont megyegyeznek, de egyébként a vonal pontjai kulonboznek.

Mit allithatunk séta és Ut kapcsolatarol?
Allitas
Egy G grafban a kiilonb6zé v és v/ csiicsokat 6sszekotd sétabdl
alkalmasan torolve éleket és csicsokat a v-t v'-vel osszekotd utat kapunk.

Definiald az Osszefiiggés fogalmat!
Definicio
Egy grafot osszefuggdnek nevezunk, ha barmely két csicsa osszekothetd
sétaval.

Definiald a komponens fogalmat!

A G = (g, E, V) graf esetén V elemeire vezessuk be a ~ reldciét: v ~ v/
pontosan akkor, ha G-ben vezet Ut v-bél v/'-be.

A ~ ekvivalenciarelacié (Miért?), igy meghatdroz egy osztalyozdst V/-n.
A cslicsok egy adott ilyen osztdlya altal meghatarozott feszitett részgraf a
graf egy komponense.

Mi a kapcsolat egy graf komponenseinek a szama és az Osszefliggiosége kozott?
Megjegyzés

Egy graf akkor és csak akkor Gsszefiiggd, ha minden csics ugyanabba az
osztdlyba tartozik, azaz ha csak egyetlen komponense van.




Bizonyitasok
e Mit mondhatunk irdnyitatlan grafban a fokszamok Osszegérél?

Allitas
A G = (¢, E, V) gréfra

> d(v) =2|E|.

veV

Bizonyitas

Elszdm szerinti teljes indukcié: |E| = 0 esetén mindkét oldal 0. Tfh.

\E| = n esetén igaz az 4llitds. Ha adott egy graf, amelynek n+ 1 éle van,
akkor annak egy élét elhagyva egy n élii grafot kapunk. Erre teljesul az
allitas az indukcios feltevés miatt. Az elhagyott élt Ujra hozzavéve a
grafhoz az egyenldség mindkét oldala 2-vel né.

e Mit allithatunk séta és Ut kapcsolatardl?
Allitas
Egy G grafban a kiilonbozé v és v/ csiicsokat 0sszekotd sétdbol
alkalmasan torolve éleket és csiicsokat a v-t v/-vel 6sszekotd utat kapunk.

Bizonyitas

Legyen az allitdsban szereplo séta a kovetkezo:

vV =Vvp,€,V1,€2,V2,...,Vp-1,€np, Vp = V.

Ha valamely / < j esetén v; = v;, akkor toroljik az

€i+1; Vitls €it2y Vig2y .-+ Vj—1, €5, Vj

részt, és ismételjuk ezt, amig van csucsismétlodés. Ha mar nincs, akkor
utat kaptunk, és mivel minden lépésben csokken a séta hossza, ezért az
eljaras véges sok lépésben véget ér.




8.  Fak

Tételek, definiciok
108. Definiald a fa fogalmat!

Definicié J

Egy grafot fanak nevezunk, ha osszefuggd és kormentes.

109. Add meg 3 ekvivalens jellemzését a fa fogalméanak!
110. Fogalmazz meg két olyan szilkséges és elégséges feltételt arra, hogy egy véges egyszerti graf fa,
amelyben szerepel az élek szama!

Tétel

Egy G egyszerii grifra, amelynek n csiicsa van (n € Z") a kovetkezd
feltételek ekvivalensek:

(1) G fa;

(2) G-ben nincs kor, és n — 1 éle van;

(3) G oOsszefiiggd, és n — 1 éle van.

111. Mit mondhatunk kdrmentes grafban elséfokU csUcsokrél?
Lemma

Ha egy G véges grafban nincs kor, de van él, akkor G-nek van legalabb 2
elséfoku csticsa.

Bizonyitasok
e Mit mondhatunk kdrmentes grafban elséfokU csUcsokrol?
Lemma

Ha egy G véges grafban nincs kor, de van él, akkor G-nek van legaldbb 2
els6fokd csticsa.

Bizonyitas

A G-beli utak kézott van maximalis hosszisagii (hiszen G véges), és a
hossza legalabb 1, igy a végpontjai kulonbozéek. Megmutatjuk, hogy
ezek elséfoklak. Legyen az emlitett at: vy, e, vy, ... ., Vp—1. €5, V. Ha
lenne az e;-tdl kulonbozb vy-ra illeszkedd e él, annak masik végpontja
(v') nem lehet az dtban szerepld csticsoktdl kiilonbéz8, mert akkor

vi.e,vp.€1.v1, 80, ..., Vh—1, €n, Vi Ut hossza nagyobb lenne, mint a
maximalis it hossza. Ha viszont e masik végpontja az Gt valamely v,
csucsa, akkor vi.e. vp.e1.vi. e .., Vi—1. €. vi kor lenne, ami szintén

ellentmondas.




Add meg 3 ekvivalens jellemzését a fa fogalmanak!
Tétel

Egy G egyszerii grifra, amelynek n csiicsa van (n € Z*) a kévetkezd
feltételek ekvivalensek:

(1) G fa;
(2) G-ben nincs kor, és n — 1 éle van;
(3) G osszefiiggd, és n — 1 éle van.

Bizonyitas

n =1 esetén az allitds trividlis. (Miért?)

(1) = (2): n szerinti TI: tfth. n = k-ra igaz az allitds. Tekintsiink egy

k + 1 csticsi G fat. Ennek legyen v egy olyan csticsa, aminek a foka 1.
(Miért van ilyen?) Hagyjuk el a grafbdl v-t. Az igy kapott graf, G’
nyilvdn kormentes. @sszefﬂggc’:’: is lesz, hiszen v egy G-beli itnak csak
kezd&- vagy végpontja lehet, igy a G’ tetszdleges v/ és v" csiicsa kozti
G-beli (t nem tartalmazhatja sem v-t, sem a rd illeszkedé élt, igy G'-bel
at is lesz egyben. Tehat G’ fa, ezért alkalmazva az indukcids feltevést

k — 1 éle van. és iev G-nek k éle van.

(2) = (3): nszerinti Tl: tfth. m = k-ra igaz az allitds. Tekintstink egy

k 4+ 1 csticst kormentes G grafot, aminek k éle van. Ennek legyen v egy
olyan csiicsa, aminek a foka 1. (Miért van ilyen?) Hagyjuk el a grafbdl
v-t. Az igy kapott G’ graf az indukcids feltevés miatt osszefliggd, tehat
tetszoleges v’ és v/ csiicsa kozott vezet (it G'-ben, ami tekintheté G-beli
utnak is. G’ tetszbleges csiicsa és v kozotti utat gy kaphatunk, hogy az
adott csucs és a v-vel szomszédos cslics kozotti utat kiegészitjuk az
elhagyott éllel és v-vel.

(3) = (1): Ha a feltételnek eleget tevé grafban van kor, akkor az abban
szerepld tetszéleges él elhagydsdval osszefliggd grafot kapunk. (Miért?)
Folytassuk az élek torlését, amig mar nincs tobb kor a kapott grafban,
tehat fa lesz. Ha k élt hagytunk el, akkor a kapott grafnak n— 1 — k éle
van, ugyanakkor az (1) = (2) rész miatt a kapott fanak n — 1 éle van,
igy k = 0, tehat a grafunkban nem volt kor, igy fa.




0. Feszit6fa, Euler-vonal, Hamilton-kor
Tételek, definiciok
112. Definiald a feszitidfa fogalmat!
Definicié
A G graf egy F részgrafjat a feszitofajanak nevezziik, ha a csiicsainak
halmaza megegyezik G csicsainak halmazaval, és fa.

Példa
e - e
v v \") v
2 5 2 5
€3 €3
e, e e, e
vV, = V, Vg Vv,
G F
113. Mikor létezik feszitéfaja egy grafnak?
I
ra
Allitds

Minden Osszefiiggd véges grafnak létezik feszitéfaja.

114. Mit mondhatunk Osszefliggd grafban a korok szamardl?
-
Allitas
Egy G = (v, E. V) Osszefiiggd véges grafban létezik legaldbb
|E| — | V| 4+ 1 kor, amelyek élhalmaza kilonbozo.




115.
116.
117.

118.

119.

120.

121.

Definiald az erd6 fogalmat!
Definiald a feszitderdé fogalmat!
Mit mondhatunk erdé élszamardl?

Definicio
Egy kormentes grafot erdének neveziink.

Egy grafnak olyan részgrafjat, ami minden komponensbdl egy feszitofat
tartalmaz, feszitoerdonek nevezzik.

Allitas
Tetszoleges grafnak létezik feszitberdeje.

Allitas
Egy véges erdd éleinek szama a csticsainak és komponenseinek szamanak
kulonbsége.

Definiald az Euler-vonal fogalmat!
Definicié
Egy grafban az olyan vonalat, amelyben a graf minden éle szerepel,
Euler-vonalnak nevezziik.

Mit allithatunk Osszefiiggd grafban zart Euler-vonal létezésével kapcsolatban?

Allitas
Egy osszefuggd véges grafban pontosan akkor van zdrt Euler-vonal, ha
minden cslics foka paros.

Definidld a Hamilton-Ut/kor fogalmat!
Definicid
Egy gréfban az olyan utat, amelyben a graf minden csiicsa szerepel,

Hamilton-atnak nevezzik.
Egy grafban az olyan kort, amelyben a graf minden csiicsa szerepel,
Hamilton-kornek nevezzuk. )

Adj meg egy elégséges feltételt Hamilton-kor Iétezésérol!
Tétel (Dirac)

Haa G = (p, E, V) grafra |V| > 2, és minden cslicsanak a foka legalabb
|V|/2, akkor van Hamilton-kore.




Bizonyitasok
e Mikor létezik feszitofaja egy grafnak?

Allitas

Minden Gsszefliggd véges grafnak létezik feszit6faja.

Bizonyitas
Amig van kor a grafban, hagyjuk el annak egy élét. A kapott graf
osszefiiggd marad. Véges sok |épésben fat kapunk.

¢ Mit mondhatunk Osszefliggd grafban a kordk szamaroél?
Allitas
Egy G = (p. E, V) osszefliggd véges grafban létezik legaldbb
|E| — |V| + 1 kor, amelyek élhalmaza kiilonbozo.

Bizonyitas

Tekintsik G-nek egy F feszit6fajat. Ennek |V| — 1 éle van. Jeloljuk
E’-vel G azon éleinek halmazat, amelyek nem élei F-nek. e € E'-t
hozzdvéve F-hez keletkezik egy K. kor (Miért?), ami kér G-ben. A K.
kor tartalmazza e-t (Miért?), és e # ¢’ € E' esetén K., nem tartalmazza
e-t. Igy kapunk |E| — | V| + 1 kért, amiknek az élhalmaza kiilénbbzik.




Mit allithatunk Osszefiiggd grafban zart Euler-vonal létezésével kapcsolatban?

Allitas
Egy osszefliggd véges grafban pontosan akkor van zart Euler-vonal, ha
minden csiics foka paros.

Bizonyitas

= Legyen a zart Euler-vonal a kovetkezo:

Vo, €1, V1,62,..., Vh—1,€n, VO-

A vonal kezd6- és végpontjat leszamitva egy csiics minden el6fordulasa

esetén a mellette 1évo két kulonbozo él 2-vel jarul hozza a fokszdmahoz.
A kezd6- és végpont ugyanaz, ezért ennek is péros lesz a foka.

Bizonyitds

<: a bizonyitads konstruktiv. Induljunk ki egy élt nem tartalmazé zart
vonalbdl (v). Ha az eddig kapott zart vonalban nem minden él szerepel,
akkor az osszefiiggbség miatt van olyan csiics (v'), amelyre illeszked®
élek koziil nem szerepel mindegyik. Induljunk el ebbdl a csicsbdl egy fel
nem hasznalt élen, és haladjunk tovabb mindig fel nem hasznalt éleken.
Mivel minden csiicsra paros sok fel nem hasznalt él illeszkedik, a
tovabbhaladds csak akkor nem lehetséges, ha visszaértiink v'-be. Ha
most az eredeti vonalon elmegyiink v-b8l v'-be, az (j vonalon
korbemegyunk, majd az eredeti vonalon haladunk tovabb, akkor az
eredeti vonalnal hosszabb zart vonalat kapunk, igy ezt az eljarast
ismételve véges sok lépésben megkapunk egy Euler-vonalat.




10.

122.

123.

124,

125.

Cimkézett grafok

Tételek, definiciok
Definiald a cimkézett graf, élcimkézett/csUcscimkézett graf fogalmat!

Definicié
Legyen G = (¢, E, V) egy graf, C, és C, halmazok az élcimkék, illetve
csiicscimkék halmaza, tovabba c.: E — C. és ¢,: V — C, leképezések

az élcimkézés, illetve csiicscimkézés. Ekkor a (¢, E, V, ce, Ce, ¢y, C,)
hetest cimkézett grafnak nevezzik.

Definicio
Elcimkézett, illetve csiicscimkézett grafrél beszélink, ha csak élcimkék és
élcimkézés, illetve csticscimkék és csiicscimkézés adott.

Megjegyzés

Cimkézett graf helyett a szinezett graf elnevezés is hasznilatos.

Definiald az élslilyozas/csUcssUlyozas fogalmat!
Definicié
Ce = R, illetve C, = R esetén élsiilyozasrdl és élsilyozott grafrdl, illetve
cslicsstlyozasrdl és csticssiilyozott grafrél beszéliink, és a jelolésbdl C.-t,
illetve C, -t elhagyjuk.

Definiald az élhalmaz sUlyat!
Definicié
Egy G = (¢, E, V., w) élsilyozott grafban az E’ C E élhalmaz silya
2 ecer W(e).

Ismertesd a Kruskal-algoritmust és a ra vonatkoz0 tételt!

Algoritmus(Kruskal)

Egy élsiilyozott graf esetén az osszes cslicsot tartalmazé iires részgrafbdl
kiindulva minden |épésben vegyiik hozza a minimalis silyd olyan élt,
amivel nem keletkezik kor.

Tétel

A Kruskal-algoritmus egy minimilis sdlyd feszitOerdét hatdroz meg.
Osszefiiggd graf esetén minimalis stlyd feszitofat kapunk.




126. Definidld a moho algoritmus fogalmat, adj példat, amikor nem ad optimalis megoldast!
Definicié
Egy algoritmust mohé algoritmusnak nevezunk, ha minden |épésben az

adodo lehetoségek koziil az adott Iépésben legkedvezobbek egyikeét
valasztja.

Megjegyzés

A Kruskal-algoritmus egy mohé algoritmus.

Megjegyzés

A moh¢ algoritmus nem mindig optimalis.

Példa
Keressunk minimalis osszsulyt Hamilton-kort a kovetkezo grafban.
2
'\."1 Vd
99 1
0 99
Vv v
2 > 3

Bizonyitasok
e Ismertesd a Kruskal-algoritmust és a rd vonatkoz6 tételt!
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Tétel

A Kruskal-algoritmus egy minimalis silyd feszitéerddt hatdroz meg.
Osszefiiggé graf esetén minimalis silyd feszitéfat kapunk.

Bizonyitas

Elég osszefliggd grafra bizonyitani (Miért?).

Osszefiiggd graf esetén az algoritmus nyilvan feszitéfat eredményez
(Miért?).

Indirekt tfh. van az algoritmus altal meghatarozott F feszitéfanal kisebb
silyd F’ feszitéfdja a grafnak. Ha tobb ilyen van, akkor vdlasszuk
koziililk azt, amelyiknek a legtobb kozos éle van F-fel. Legyen e’ olyan
éle F'-nek, ami nem éle F-nek. (Miért van ilyen?) Az F-hez €'
hozzavételével kapott grafban van egy K kor (Miért?). Ezen kor
tetszbleges e élére w(e) < w(e’) (Miért?). Az F’-bél az e’ torlésével
kapott graf nem osszefiiggd (Miért?), és pontosan 2 komponense van
(Miért?). A K-nak van olyan éle (&), aminek a végpontjai az F'-bél az
e’ torlésével kapott graf kiilonbozé komponenseiben vannak (Miért?).

Biz.folyt.

Tekintsiik azt a grafot, amit F'-bél az ¢’ torlésével és az e”
hozzavételével kapunk. Az igy kapott graf is feszitéfa (Miért?), és
w(e”) < w(e’) esetén kisebb sdlyd, mint F’, mig w(e”) = w(e’) esetén
ugyanakkora stlyu, de tobb kozos éle van F-fel. Mindkét esetben
ellentmondasra jutottunk.

Iranyitott grafok
Tételek, definiciok
Definiald az irnyitott graf fogalmat!
Definicié
A G = (v, E, V) hirmast irdnyitott grafnak nevezziik, ha E, V
halmazok, V # 0, VNE=0ésv¢: E— V x V.
E-t az élek halmazdnak, V-t a csiicsok (pontok) halmazdnak és -t az

illeszkedési leképezésnek nevezzuk. A 1) leképezés £ minden egyes
eleméhez egy V/-beli rendezett part rendel.

Definiald a kezddpontja és végpontja fogalmakat!

Elnevezés

P(e) = (v, v') esetén azt mondjuk, hogy v kezd6pontja, v/ pedig
végpontja e-nek.

Hogyan kaphatunk iranyitott grafbdl iranyitatlant?



130.
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Definiald az irnyitas fogalmat!
Definicid
Barmely G = (1, E, V) irdnyitott grafbdl kaphaté egy G’ = (p, E, V)
irdnyitatlan graf dgy, hogy v/(e) = (v, V') esetén ¢(e)-t {v,v'}-nek
definialjuk.
Ekkor azt mondjuk, hogy G a G’ egy irdnyitdsa.

Definiald a szigorUan parhuzamos élek fogalmat!
Definicié
Ha e # e’ esetén 1(e) = 1(e’), akkor e és e’ szigoriian parhuzamos élek.

Definiald a kifok/befok fogalmat!
Definiald a nyelé/forras fogalmat!

Definicid

Azon élek szamat, amiknek a v csiics kezdépontja, v kifokdnak nevezziik,
és deg " (v)-vel vagy d*(v)-vel jeloljiik.

Azon élek szamat, amiknek a v cslics végpontja, v befokdanak nevezziik,
és deg  (v)-vel vagy d (v)-vel jeloljiik.

Ha egy csiics kifoka 0, akkor nyelonek, ha a befoka 0, akkor forrasnak
nevezzuk.

Mit mondhatunk fokszam0Osszegrél iranyitott grafban?
Allitas
A G = (v, E, V) iranyitott gréfra

Y dt(v)=) _d(v)=|E|

veV veV

Mikor nevezhetiink két iranyitott grafot izomorfnak?
Definicié
AG=(y,E,V)é G' = (¢, E', V') irdnyitott grafok izomorfak, ha
léteznek f: E — E' és g: V — V'’ bijektiv leképezések, hogy minden
e € E-re és v € V-re v pontosan akkor kezdépontja e-nek, ha g(v)

kezd6pontja f(e)-nek, és v pontosan akkor végpontja e-nek, ha g(v)
végpontja f(e)-nek.
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Mit jelentenek a C,,, P,,, S,,, K,, roviditések?
Definicié
— . ’ ; - - - iy s
A C, iranyitott ciklus a C, ciklus olyan iranyitasa, melyben az élek
wanyutasa azonos (mlnden cstcs befoka és kifoka is 1).

A P,, irdnyitott osvény C,,H bél valamely él torlésével addédik.

Az 5n iranyitott csillag az S, csillag olyan iranyitdsa, melyben a kozépso
cstcs nyeld, az osszes tobbi pedig forras.

Adott cslicshalmaznal az irdnyitott teljes grafban tetszbleges v és v/
kulonbozo csiicsokhoz taldlhaté pontosan egy olyan él, aminek v a
kezd6pontja és v/ a végpontja. ?n nem K, irdnyitdsa, s6t nem is
egyszeru graf, ha n > 1.

Példak

-

p— — — —
Ks G Ps S4
Definiald az irnyitott részgraf fogalmat!
Definiald a feszitett/telitett iranyitott részgraf fogalmat!
Definicio

A G' = (¢, E', V') irdnyitott grafot a G = (4, E, V) irdnyitott graf
iranyitott részgrafjanak nevezzik, ha E' C E, V' C V és ¢/’ C ). Ekkor
G-t a G’ irdnyitott szupergrafjdnak hivjuk.

Ha a G’ irdnyitott részgraf mindazokat az éleket tartalmazza, melyek
kezdSpontjai és végpontjai \/'-ben vannak, akkor G'-t a V' 3ltal
meghatdrozott feszitett iranyitott (vagy telitett iranyitott) részgrafnak
nevezzik.

Definiald iranyitott graf komplementerét!
Definicié
Ha G’ = (¢', E’, V') iranyitott részgrifja a G = (v, E, V) irdnyitott
grafnak, akkor a G’-nek a G-re vonatkozé komplementerén a
(¢Y]e\er, E\ E', V) grafot értjik.




140. Definiald az élek/cslicsok torlését irAnyitott graf esetén!
Definicio
Ha G = (¢, E, V) egy irdnyitott graf, és E’ C E, akkor a G-bél az E’
élhalmaz torlésével kapott irdnyitott grafon a G’ = (¢|g\e/, E \ E', V)
iranyitott részgrafot értjiik.

Definicié

Ha G = (¢, E, V) egy irdnyitott graf, és V' C V, akkor legyen E’ az
osszes olyan élek halmaza, amelyeknek kezdopontja vagy végpontja
valamely V’'-beli csics. A G-bél a V' csiicshalmaz torlésével kapott
irdnyitott grafon a G' = (Y|g\gr, E\ E', V' \ V') irdnyitott részgrifot

értjiik.
141. Definiald az iranyitott séta fogalmat!
142. Definiald a zart/nyilt irAnyitott séta fogalmat!
Definicié

Legyen G = (v, E, V) egy irdnyitott graf. A
V[}, el; Vl: 621 VZ'J Coog vﬂ—l; ef'h vﬂ

sorozatot irdnyitott sétdnak nevezzuk vp-bdl v,-be, ha

evicV 0<<n,

e e cE 1<k<n,

° ¥(en) = (Vim—1,vn) 1< m<n.
Ha vp = v,, akkor zart iranyitott sétarol beszélunk, kulonben nyilt
irdnyitott sétardl.

143. Definiald az irnyitott vonal fogalmat!
Definicio
Ha az iranyitott sétdban szerepld élek mind kulonbozdek, akkor iranyitott

vonalnak nevezzuk.
Az el6zéeknek megfeleléen beszélhetiink zart vagy nyilt iranyitott

vonalrol.
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Definiald az irnyitott Ut fogalmat!
Definicié
Ha az iranyitott sétaban szereplo csiicsok mind kulonbozoek, akkor
iranyitott utnak nevezziik.

Definidld az iranyitott kor fogalmat!
Definicid
Egy legalabb egy hosszi zart irdnyitott vonalat irdanyitott kornek

nevezunk, ha a kezdo- és végpont megyegyeznek, de egyébként az
iranyitott vonal pontjai killonboznek.

Definiald az erdsen Osszefliggo graf fogalmat!
Definicié
Egy irdnyitott grafot erosen osszefuggonek nevezunk, ha barmely
csucsabdl barmely csicsaba vezet iranyitott ut.

Definiald az erés komponens fogalmat!
A G = (v, E, V) irdnyitott graf esetén V elemeire vezessiik be a ~
reldciét: v ~ v/ pontosan akkor, ha G-ben vezet irdnyitott Ut v-bél
v/-be, és v'-bdl is vezet iranyitott Ut v-be.
A ~ ekvivalenciarelacié (Miért?), igy meghatdroz egy osztdlyozast V-n.
A cslicsok egy adott ilyen osztalya dltal meghatarozott feszitett irdnyitott
részgraf az iranyitott graf egy erds komponense.

Mi a kapcsolat egy irdnyitott graf erds komponensei és Osszefliggosége k0zOtt?
Megjegyzés
Nyilvan egy iranyitott graf akkor és csak akkor erGsen oOsszefiiggd, ha

minden csics ugyanabba az osztdlyba tartozik, azaz ha csak egyetlen erds
komponense van.

Definiald az iranyitott fa fogalmat!
Definicié
Az iranyitott fa olyan irdnyitott graf, amely fa, és van egy csiicsa,
amelynek befoka 0, tovabba az osszes tobbi cstics befoka 1.

Azt a csicsot, amelynek befoka 0 gyokérnek nevezziik. Az olyan csiics,
aminek a kifoka 0 a levél.




