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1. Definialja egy f € R — R fiiggvény pontbeli folytonossagat!
Az f € R — R fiiggvény folytonos az a € Dypontban,haVe >035> 0,V
€Dy, |z —al <6:|f(x) - fla)] <e.

2. Mi a kapcsolat a pontbeli folytonossag és a hatarérték kozott?
Haa € DN D'y, akkor f€ C(a) & Jlim  f és limf = f(a).

4. Hogyan szdl a folytonossagra vonatkozo6 atviteli elv?
a € Dy, ekkor fe C(a) &V (z,) : N— Dy, amelyre lim z, = a : lim f(z,) = f(a).

7. Definidlja a megsziintethet6 szakadasi hely fogalmat!
Az f fiiggvénynek az a € ©; megsziintethet6 szakadasi helye, ha 3 és véges limf # f(a).

8. Definialja a elsé6faju szakadasi hely fogalmat!
Az f fuggvénynek az a € Dy elséfaju szakadasi helye, ha 3 és véges hf(} f# lir% f.

9. Mit tud mondani a korlatos és zart [a,b] C R intervallumon folytonos fiiggvény
értékkészletérol?
f i la,b] — R figgvény folytonos = f korlatos [a, b]-n.

10. Hogyan szd6l a Weierstrass-tétel?
f i [a,b] = R folytonos fiiggvénynek 3 abszoliit maximuma/minimuma.

11. Mit mond ki a Bolzano-tétel?
f i [a,b] — R folytonos fiiggvény.
Ha f(a)* f(b) <0, akkor 3¢ € [a,b] : f(§) =0.

12. Mit tud mondani intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény értékkészle-
térol?
f I — R folytonos fiiggvény, I C R = R/ is intervallum.

13. Mikor nevez egy fiiggvényt egyenletesen folytonosnak?
f A — R fiiggvény egyenletesen folytonos, ha Ve > 0,36 > 0, Va,y € A, |[x —y| <9 :

[f(x) = fly)] <e.

14. Irja le a Heine-tételt!
f i [a,b] = R folytonos = f egyenletesen folytonos.



15. Milyen allitasokat ismer az inverz fiiggvény folytonossagarol?
f :]a,b] — R folytonos, és 3 f~! = f~1 is folytonos.
I CR, f: I — R fiiggvény folytonos, és 3 f~1 = f~!is folytonos.

16. Legyen az f : [a,b] — R(a < b,a,b € R) fiiggvény folytonos és invertalhats! Mit
mondhatunk ekkor az f fiiggvény monotonitasarol?
f :]a,b] — R folytonos, 3 f~! = f szigortian monoton.

17. Ertelmezze az In fiiggvényt!
Jexp ! =:1n: (0,00) = R szigoriian monoton névekvd, folytonos fiiggvény.

18. Mi a definicidja az a” (a,z € R,a > 0) hatvanynak?
exp,(z) = exp(xlna) =a® (a,z € R, a > 0)

19. Ertelmezze az log, fiiggvényt!
log, = exp, ! szigoriian monoton, folytonos, ha 0 < a < 1 vagy a > 1.

20. Mi a definiciéja az = (x > 0, € R) hatvanyfiiggvénynek?
r* = exp(alnz) z € (0,00), o € R.

21. Mikor mondja, hogy egy f € R — R fiiggvény differencidlhaté valamely pont-
ban?
Az f € R — R fiiggvény az a € int D pontban differencialhaté(derivalhatd), ha 3 és
véges a lllinéw = f'(a) hatérérték. Ekkor f'(a) a fiiggvény derivaltja az a € int
%
D pontban.
Jelolés: f € D(a).

22. Milyen ekvivalens atfogalmazast ismer a pontbeli derivalhatésagra a linearis
kozelitéssel?
feER—=R acint Dy, Ekkor
f€P(a)=TJAecR, Je: Dy >R,
liams =0¢és f(z) — fla) =Alx —a) +e(z)(zr —a) (v €Dy)
Ekkor A = f'(a).

23. Mi a kapcsolat a pontbeli differencialhatésag és a folytonossag kozott?
feR =R, acint ®;. Ekkor
i, feD(a)= fe C(a)
ii, fe D(a) & f€ C (a).

24. Milyen tételt ismer két fiiggény szorzatanak valamely pontbeli differencialha-
t6sagarol és derivaltjarol?
figeR—=R,acint (D;ND,), f, g€ Ya) Ekkor
fg € D(a) és (fg)'(a) = f(a)g(a) + fla)d'(a).

25. Milyen tételt ismer két fiiggény hanyadosanak valamely pontbeli differencial-
hatésagardl és derivaltjardl?
f,geR= R, aeint (D;ND,), f,g € Z(a) Ekkor

Ha g(a) # 0, akkor f/g € 2(a) és (f/g)(a) = f/(a)g(ag)ﬂza{(a)g/(a)‘




WY

c1alhatosagarol és derivaltjarol?

[LgeR=->RR,C Dy, g€ HYa), fe D(g(a)).
Ekkor fo g € 7(a) és (fo g)(a) = f(g(a))/(a).

27. Milyen tételt tanult az inverz fiiggvény differencialhatésagardl és derivaltja-
rol?
f:(a,b) = R, szigortian monoton né és folytononos fiiggvény. £ € (a, b), f € D(§) és
f(&) # 0. Ekkor

f1e D(n) és (f1)(n) = !

1
7€~ )

28. Milyen allitast tud mondani hatvanysor G6sszegfiiggvényének a derivalhatésa-
garol és derivaltjardl?
oo

Tegyiik fel hogy a > «,(z — a)™ hatvanysor konvergenciasugara R > 0.

ahol f(¢) =

n=0
Jelolje f(x) = > an(x —a)® (x € Kg(a)). Ekkor

n=0

Vxo € Kr(a): f € D(xg) ¢és f'(xg) = Y. na (o —a)" L.
n=1
29. Mi az egyoldali derivalt definiciéja?
Tegyiik fel, hogy f € R - R, a € ©y és 36 > O [a a+0) C ®y. Ekkor f jobbrol

derivélhat6 az a pontban ha 3 és véges a lim &=/ — ¢ " (a)
z—a+0 TTO

Tegyiik fel, hogy f € R — R, a € Dy és 36 > () (a —d,a] C ®f. Ekkor f balrdl
derivdlhaté az a pontban ha 3 és véges a xgglof @sla) _ ¢ (q)

30. Mi a kétszer derivalhaté fiiggvény fogalma?
Az f € R — R fiiggvény kétszer derivalhat6 az a € int ®; pontban, ha 3 K(a) C Dy,
hogy f € P(K(a)) és f' € P(a). Ekkor
Az f"(a) = (f")(a) Jelolés: f € 2%(a)

31. Mi az n-szer derivalhaté fiiggvény fogalma?
Az f € R — R figgvény n-szer derivalhaté az a € int ©; pontban, ha 3 K (a) C ®y, hogy
f € DY (K(a)) és f™ Y € D(a). Ekkor
f(a) = (f"VY(a) Jelolés: f € D"(a).

32. Fogalmazza meg a szorzatfiiggvény derivaltjaira vonatkozé Leibniz-tételt!

Ha f,g € D"(a), akkor fg € D"(a) és (fg)™(a) = - (1) /@ (a)g" P a).

33. Mondja ki a Rolle tételt!
fe€ab], fePab), fla) = f(b). Ekkor
3¢ € (a,b) : f'(§) = 0.

34. Mondja ki a Cauchy-féle kozépértéktételt!
f,9 € €la,b], f.g€ Z(ab), ¢'(x) #0, ha x € (a,b). Ekkor
f(0) = fla) _ f'(E)
= b) : = :
S Tyt~ 9@




35. Mondja ki a Lagrange-féle kozépértéktételt!
f € €la,b], f € P(a,b). Ekkor
f(b) — f(a)
3¢ € (a,b) : . 1(6).
—a
36. Mit ért azon, hogy az f € R — R fiiggvénynek valamely helyen lokalis mini-
muma van?

f € R — R fuggvénynek az a € int ®; pontban lokdlis minimuma van, ha
dK(a) CDy: f(z) > fla) Yze K(a).

37. Mit ért azon, hogy egy fiiggvény valamely helyen jelet valt?
Az f € R — R fiiggvény a ¢ € D¢ pontban eldjelet valt, ha f(c) =0 és 30 > 0, K.(c) C
Dy, f(x) <O0Vz € (c—6,c) és f(x) >0V € (c,c+ ) vagy forditva.

38. Hogyan sz06l a lokalis széls6értékre vonatkozo6 elsérendii sziikséges feltétel?
feER >R, a€int Dy, f e Pa).
Ha f-nek lokalis szélséértéke van a-ban, akkor f'(a) = 0.

39. Hogyan sz6l a lokalis széls6értékre vonatkozoé elsérendii elégséges feltétel?
Tegytik fel, hogy f € Z(a,b), c € (a,b), f'(c) = 0.
Ha f’ eldjelet valt c-ben, akkor f-nek lokalis szélséértéke van. Ha f’ ’-’-bol '+’-ba valt
akkor f-nek lokalis minimuma van, ha f’ ’+’-b6l -’-ba vélt akkor f-nek lokélis maximuma
van.

40. Irja le a lokalis minimumra vonatkozé masodrendii feltételt!
Tegyiik fel, hogy f € Z(a,b), ¢ € (a,b), f'(c) =0.
Ha f € 2%(c) és f"(c) # 0, akkor f-nek lokdlis széls6értéke van c-ben. Ha f”(c) < 0,
akkor f-nek lokalis maximuma van, ha f”(c) > 0, akkor f-nek lokélis minimuma van.

41. Milyen sziikséges és elégséges feltételt ismer differencialhaté fiiggvény mono-
ton novekedésével kapcsolatban?
f € Z(a,b). Ekkor
i, f monoton né < " >0 (a,b)-n
ii, f szigordan monoton né < f' >0 (a,b)-n és H(c,d) C (a,b): f' =0 (c,d)n.
42. Irja le a % esetre vonatkoz6 L’Hospital-szabalyt!
Tegyiik fel, hogy f,g € R — R, és:
i, f,g€ Z(a,b), —c0c<a<b< o

i, Hgfgf = }llfolg =0

iii, ¢'(x) #0 x € (a,b)
/
iv, Ellimi =AcR
a+0 g’
!

Ekkor 4 limi = lim— = A.
a+0 g a+0 g’



43.irja le a > esetre vonatkoz6 L’Hospital-szabalyt!

Tegytik fel, hogy f,g € R — R, és:
i, f,g€ Z(a,b), —c0c<a<b< o
i, EIEJIFIOlf = £1Jrr%g =+
i, ¢'(x) #0 x € (a,b)
/
iv, Ellimi =AcR

a+0 g/
!

Ekkor Ellimi = limi = A.
a+0 g a+0 g/

44. Mi a kapcsolat a hatvanysor Osszegfiiggvénye és a hatvanysor egyiitthatéi
ko6zott?

Legyen f(z) = Y ay(z —a)” (v € Kg(a)) egy konvergens hatvanysor Osszegfliggvénye

n=0

(B> 0 feltchetd)= f € 7(x) és fO(2) = 3 ayn(n —1)...(n— k+ 1)(z — a)"~* és
n=~k

f*(a)
k!

f®(a) = apk! = ay = (Vk e N).
45. Hogyan definialja egy fiiggvény Taylor-sorat?
oo f(k)
Ha f € *°(a) =Legyen ) %(m — a)" hatvanysor az f fiiggvény a ponthoz tartozé
k=0 !
Taylor sora.

46. Fogalmazza meg a Taylor formula Lagrange maradéktaggal néven tanult té-
telt!
Tegyiik fel, hogy f € 2"V (K(a)). Ekkor Vo € K(a) : 3¢ € (a,z) :
2 f(k) a n n
flo) = 3 L@ 4 (09 + 1 @ — )

=0 K

47. Mi a konvex fiiggvény definciéja?
f: (a,b) = R fiiggvény konvex, ha Vx1, x5 € (a,b), 1 < 22,V X € [0,1] :
fAzy 4+ (1 = N)xa) < Af(z1) + (1 = X) f(x2) és szigortian konvex, ha
Vi, x € (a,b), 1 < 22, VA € [0,1] : f(Axy + (1 — Nag) < Af(z1) + (1 = N) f(za).

48. Jellemezze egy fiiggvény konvexitasat (konkavitasit) az elsé derivalt segitsé-
gével!
fi(a,b) >R
f e Pa,b) :

a, f konvex < f’ monoton né (a,b)-n

b, f szigortan konvex < f’ szigorian monoton né (a,b)-n.

49. Jellemezze egy fiiggvény konkavitasat a masodik derivalt segitségével!
f:(a,b) >R
f e 2%*a,b):

a, f konvex & f” > 0(a,b)-n

b, f szigorian konvex < f” > 0(a,b) -n.



50. Mi az inflexi6és pont definiciéja?
f:(a,b) = Rxg € (a,b), f € P(xg). Ekkor az xy pont az f inflexiés pontja, ha az
l(z) = f(x) = (f'(x0)(x — zo) + f(x0)). Az l(x) fiiggvény szigorian eldjelet valt zo-ban,
azaz 30 > 0, hogy I(z) < 0,V € (zg—d,x0) és l(x) > 0,V € (x9,20+0), vagy forditva.

51. Milyen sziikséges feltételt ismer a masodik derivalt és az inflexiés pont kap-
csolatardl?
f:(a,b) >R, z € (a,b)

Ha f kétszer folytonosan derivalhatéd xg-ban, és zq inflexiés pont, akkor f”(zq) = 0.

52. Milyen elégséges feltételt ismer a harmadrendii derivalt és az inflexiés pont
kapcsolatarol?
f:(a,b) >R x € (a,b)
Ha f haromszor folytonosan dervidlhaté, f”(xg) = 0, és f"(xg) # 0, akkor zy inflexids
pont.

53. Definialja a primitiv fiiggvényt!
Az f . I — R fuggvény primitiv fiiggvénye az F : I — R fuggvény, ha F' € P(I) és
F'(x)=f(x) Vzel

54. Adjon meg olyan fiiggvényt, amelyiknek nincs primitiv fiiggvénye!
pl.: f(z) = signx, Nem létezik primitiv fiiggvénye, mert f nem Darboux tulajdonsagu.

55. Definialja az egy adott pontban eltliné primitiv fiiggvény fogalmat!
[ I — R fiiggvény, ¢ € I-ben eltind primitiv figgvénye F' = [ f, amelyre
T

= f, F(Zﬁo) = 0

56. A primitiv fiiggvény létezésére vonatkozé sziikséges feltétel!
Ha f : I — R fiiggvénynek létezik primitiv fliggvénye, akkor f Darboux tulajdonsagu,
azaz Va,be I, a <b,Vece (f(a), f(b)IE € (a,b): f(§) =c.

57. Mit jelent egy fiiggény hatarozatlan integralja?
Ha f : I — R primitiv fiiggvénye F, akkor [ f := {F + ¢ : ¢ € R} az Gsszes primitiv
fiiggvény halmaza. [ f-et hatdrozatlan integralnak nevezziik.
Jel: [f=F+c¢, ceR, [f(x)de=F(z)+c ceR

58. Mit ért a hatarozatlan integral linearitasan?
b b

b
f.9 € Zla,b], a1, a0 € R. Ekkor (o f +ang) € Z[a,b], és [(aaf+asg) =a1 [ f+as [g.

59. Milyen allitast ismer hatvanysor Osszegfiiggvényének a primitiv fliggvényérol?

Ha f(x) = i an(z —a)",x € Kg(a), R > 0, akkor [ f(z)dx = Z ap, (2 — a)fH +c.
n=0

60. Mit mond ki a primitiv fiigvényekkel kapcsolatos parcialis integralas tétele?
frg: I =R xg€el, fige 2(I). Ekkor ha f’g-nek létezik primitiv fiiggvénye, akkor

fg'nekis, és [ fg' = fg— [ f'g, és ffg = fg— f(x0)g ff’



61. Hogyan sz6l a primitiv fiiggvényekkel kapcsolatos elsé helyettesitési szabaly?
g: I — Jge o), f:J— Rty e J. Ha f-nek létezik primitiv fiiggvénye, akkor
(fog)g-nekis, és [(fog)d =( [ f)og.

to

g(to)

62. Fogalmazza meg a primitiv fiiggvényekkel kapcsolatos masodik helyettesitési
szabalyt!
g : I — J bijekci6, g € 2(I), f:J — R,yxg € J. Ha (f o g)¢g’-nek létezik primitiv
fiiggvénye, akkor f-nekis, és [ f=( [ (fog)gd)og™

xo g~ (z0)

63. Adjon meg legalabb harom olyan fiiggvényt, amelyiknek primitiv fiiggvénye
nem elemi fiiggvény!

[ sin(z?)dzx, [ cos(z?)dz, [V1+ z?dz.

64. Definialja az intervallum egy felosztasat!
T ={x0,21,...,2,} az [a,b] egy felosztasa, ha a = xg < 11 < xg < -+ < x, = b.

65. Mit jelent egy felosztas finomitasa?
71 és Ty felosztasa [a, b]-nak. 75 finomitasa 7-nek, ha 7 C 7.

66. Mi az als6 kozelito osszeg definicigja?

f € Kla,b], T € Fla,b] :
Az s(f,7) = > ( inf f)(x; — x;_1) Osszeg az f figgvény 7-hoz tartozd alsé kozelitd

i=1 [Ti—1,4]
osszege.

67. Mi a fels6 kozelit6 6sszeg definiciéja?

f € Kla,b], 7 € Fla,b| :
Az S(f,7) = >2( sup f)(z; — x;_1) Osszeg az [ fuggvény 7-hoz tartozo felsé kozelitd

i=1 [z5_1,7]
Osszege.

68. Mi torténik egy alsé kozelité 6szeggel, ha a neki megfelel6 felosztast finomit-
juk?
f € Kla,b], 71, o € F|a,b]
Ha 7 > 7, akkor s(f, ) < s(f, )

69. Mi torténik egy fels6 kozelité 6szeggel, ha a neki megfelels felsztast finomit-
juk?
f € Kla,b], 71, o € F|a,b]
Ha 75 > 7, akkor S(f,71) > S(f, )

70. Milyen viszony van az alsé és fels6 kozelité Osszegek kozott?
f € Kla,b], 71, o € F|a,b]
S(f7 Tl) S S(f7 7-2)

71. Mi a Darboux-féle alsé integral definiciéja?
L.f :=sup{s(f,7) : 7 € Fla,b]} < 0o az f Darboux-féle alsé integralja.

72. Mi a Darboux-féle fels6 integral definiciéja?
I'f:=mf{S(f,7) : 7 € F[a,b]} € R az f Darboux-féle fels6 integralja.



73. Mikor nevez egy fiiggvényt (Riemann)-integralhaténak?
f Riemann integralhato, ha I, f = I*f.
Jel: f € Z[a,b

74. Hogyan értelmezi egy fiiggvény hatirozott (vagy Riemann-) integraljat?

b b
[f=[fla)de=Lf=If=1If

75. Adjon meg egy példat nem integralhato fiiggvényre!

1 zeqQ
o-{y 1ol

z € [0,1]
f & Z[a,b], hiszen s(f,7) =0AS(f,7) = 1.

76. Mi az oszcillaciés Osszeg definicidja?
n

Q(f,7)=S(f,7)—s(f,7)=>_( sup f— inf ]f)(xz —x;_1) az f oszcillacids Osszege.

=1 [z;—1,2i] Ti—1,T5

77. Hogyan sz6l a Riemann-integralhatésaggal kapcsolatban tanult kritérium az
oszcillaciés Gsszegekkel megfogalmazva?

f€Ra,b]) &Ve>0371 € Fla,b]: Qf,7) <e.

78. Felosztassorozatok segitségével adja meg a Riemann-integralhatésag egy ek-
vivalensatfogalmazasat!

b
[ € Zla,b] és [ f =1« 3(r,) felosztdssorozat, hogy lims(f,7,) = lim S(f,7,) = I.

79. Hogyan sz6l a Riemann-integralhaté fiiggvények Gsszegével kapcsolatban ta-

nult tétel?
b b b

Tegyiik fel, hogy f,g € Za,b]. Ekkor f +g € Zla,blés [(f+9)=[f+ [9g.

a a a

80. Hogyan sz6l a Riemann-integralhaté fiiggvények szorzataval kapcsolatban ta-
nult tétel?

Tegyiik fel, hogy f,g € Z[a,b]. Ekkor fg € Z]a,b].

81. Hogyan sz6l a Riemann-integralhaté fiiggvények hanyadosaval kapcsolatban
tanult tétel?
Tegyiik fel, hogy f,g € Z[a,b]. Ekkor ha |g(x)| > 0, V& € [a,b], akkor f/g € Z|a,b].

82. Mit ért a Riemann-integral intervallum szerinti additivitasan?

Legyen ¢ € (a,b). Ekkor f € Z[a,b] & [ € Za,c] és f € Z|c,b]. Ekkor jzf = fcf—l-fbf.

83. Mi a kapcsolat a folytonossag és a Riemann-integralhatésag kozott?

%la,b) C Za,b]. (777)

84. Mi a kapcsolat a monotonitas és a Riemann-integralhatésag kozott?
f i la,b] — R monoton figgvény = A € Z|[a,b].



85. Milyen tételt tanult Riemann-integralhaté fiiggvény megvaltoztatasat illets-
en?

A € Zla,b] fuggvényt véges sok pontban megvaltoztatva f-hoz jutunk. Ekkor f is integ-
b b
ralhato, és ff: ff
a a
86. Mit ért azon, hogy a Riemann-integral az integrandusban monoton?

b b
Ha f,g € Z|a,b], és f < g, akkor [ f < [g.

87. Mit lehet mondani Riemann-integralhaté fiiggvény abszolut értékérdl integ-
ralhatésag szempontjabol?

Ha f € Z|a,b], akkor |f| € Z[a,b] és |fbf| < fb|f|

88. Mi az integralszamitas els6é kozépértéktétele?

Tegyiik fel, hogy f,g € Z[a,b],g > > 0. Ekkor

[mbffM :=sup/f, Ekkormfg<ffg<]\/[fg
@ [a,b]

89. Mi az integralszamitias masodik kozépértéktétele?
b b
Tegytik fel, hogy f,g € #Z[a,bl,g >0, f € €|a,b]. Ekkor I € [a,b] : [ fg= f(&) [ g.

a

90. Hogyan sz6l a Newton-Leibniz-tétel?

b
Tegyiik fel, hogy f € Z[a,b] és f-nek 3 F primitiv fiiggvénye. Ekkor [ f = F(b) — F(a).

91. Definialja az integralfiiggvényt!
f € Zla,b], xo € [a,b]. Ekkor az F(x f f (z € [a,b]) fiiggvény f az integralfiiggvénye.

o
92. Fogalmazza meg a differencial- és integrélszémités alaptételét!

Tegyiik fel, hogy f € Z|a, b,z € [a,b] és F(x f f az f integral fuiggvénye. Ekkor

zo

i, F € €la,b]
ii, Ha d € [a,b], és f € €(d), akkor F' € Z(d) és F'(d) = f(d).

93. Mit ért parcidlis integraldason a Riemann-integralokkal kapcsolatban?

f.9 € Z[a,b], f'q € Zla,b]. Ekkor fbf’g = f(b)g(b) — f(a)g(a) — fbfg’-

94. Mit mond ki a helyettesitéses integralas tétele Riemann-integralokra vonat-
koz6an?

f 6 Ala, b} oy Bl = a,0], g € Do, B, fogg' € Zla,b]. Ekkor

ff f °g9')

(@)
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95. Mit tud mondani fiiggvénygrafikon hosszanak a kiszamitasarol?

b
Ha f : [a,b] — R folytonosan differencidlhaté, akkor I(I') = [+/1+ (f")2.

96. Hogyan szamitja ki forgastest térfogatat?

b
Ha f: [a,b] = R folytonosan differencialhatd, akkor V(H) =« [ f2

97. Hogyan szamitja ki forgastest felszinét?
b
Ha f: [a,b] — R folytonosan differencidlhaté, akkor F(H) =27 [ /1 + (f')2.

Felhasznalt irodalom
- ELTE IK programtervezoi informatikus szak 2012 6szi féléves Analizis II. el6adés

alapjan irt orai jegyzetem
- Szili Laszl6: Analizis Feladatokban I.
- Wikipédia
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