18. Also- felso, ill. oszcillaciés osszegek és tulajdonsa-
gaik, Riemann-integral, Newton-Leibniz-formula

18.1. Als6- fels6 osszegek

18.1.1. Alsé6-fels6 6sszegek fogalma

DEFINICIO:  Legyen a,b € R, a < b, [a,b] korlatos, zart intervallum, f: [a,b] — R
korlatos fiiggvény. A 7 C [a,b] véges halmaz az [a, b] intervallum felosztésa, ha a,b € 7.
Ekkor 7 = {zg,...,2,} (n € N), ahol zp =a < z; < --- < z,, = b. Legyen

m; =m;(f) =inf{f(x):z; <z <z} (i=0,...,n—1),

M; = M;(f) :==sup{f(z) :z; <z <wip1} (i=0,...,n—1).
Ekkor -
s(f, )= Z mi(Tit1 — ;)
=0

az f figgvénynek a 1 felosztdshoz tartozo alsé osszege,

S(fr) = 3 My — 1)

1=0

az [ figgvények a 7 felosztashoz tartozé felsé Gsszege.

18.1.2. Alsé6-fels6 osszegek tulajdonsaga

TETEL: Legyen adott a korlatos és zart [a, b] intervallumon az f: [a,b] — R korlatos
figgvény. Ekkor V7, u C [a,b] felosztasok esetén

Los(f,m) < S(f,m),
2. ha 7 finomabb p-nél, akkor s(f,u) < s(f,7) és S(f,pu) > S(f,7).

18.2. Oszcillaciés Osszeg

18.2.1. Oszcillacios 6sszeg fogalma
DEINICIO: Legyen f: [a,b] — R fiiggvény korlatos, 7 € F°. Az
w(f77—) = S(fvT) _S(fvT)

szam az f fliggvény 7 atal meghatarozott oszcillacios Gsszege.

18.2.2. Oszcillacids 6sszeg tulajdonsaga <---

TETEL: Tegyiik fel, hogy f: [a,b] — R fuggvény korlatos. Ekkor

fE€R[a,b] = Ve>0,3Irc Fw(f,1)<e.
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BIZONYITAS: Ha f € Rla,b], akkor I.(f) = I*(f). Figyelembe véve a Darboux-féle

c sz

Ve>0,3v,uec Fros(f,v) > L(f) —¢</2, S(f,u) < I*(f) +¢/2.
Legyen 7 := v U u, ekkor az alsé- felsé Gsszegekre vonatkozo tétel miatt:
s(f;m) = (s(f,v) > L(f) — /2, S(f,7) <leqS(f,p) <I"(f) +¢/2.
Innen kovetkezik, hogy
w(f,r) =S(f,7)=s(f,7) <I'(f) = L(f) + e =&,

hiszen azt tettiik fel, hogy f € Rla,b], azaz I*(f) = L.(f).
Most induljunk ki abbdl, hogy

Ve>03r e Forw(f,r)=I"(f) — L(f) <e.

Mivel I*(f) — LI.(f) > 0, ezért csak I*(f) — L.(f) = 0, azaz I*(f) = L.(f) lehetséges. Ez
azt jelenti, hogy f € Rla,bl. O

18.3. Riemann-integral

DEFIN{CIO:  Legyen a,b € R, a < b, [a,b] korldtos, zart intervallum, f: [a,b] — R
korlatos figgvény. Az f fiiggvény Riemann-integralhatd, ha I.(f) = I*(f). Ekkor az

[ 7= [ f@yin = 1) = 1)

szam az f fliggvény Riemann-integralja.

18.4. Newton-Leibniz-formula

TETEL: Tegyiik fel, hogy a, b] korlatos zart intervallum, f: [a,b] = R, f € RJa,b],
dF: [a,b) > R:Fe D, F' = f. Ekkor

VE /:f — F(b) - Fla).
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