11. A L’Hospital szabaly (lim, f = lim,g = 0, a € R)
eset bizonyitasa
TETEL: Legyen a,b € R, a < b, f,g: (a,b) — R, f,g € D. Tegyiik fel, hogy a
kovetkezok teljesiilnek:
L. ¢'(x) #0(a <z < D),
2. liclln f= héng = 0, vagy lign f=+o00 és ligng = +o00,
3. A :=lim (f'/g') hatdrértck.

Ekkor 3lim (f/g) és lim (f/g) = A. Igaz akkor is ha a 2., 3., feltételben a helyére b-t frunk.
Ekkor ElliII)Il(f/g) és lilr)n (f/g) = A.

BIZONYITAS: (lim, f =lim, ¢ =0, a € R eset):

HaAeR=Ve>0:3d€ (a,b): f/(x)—A
g'(x)

Legyen a < x < d, és F,G: [a,x] — R:

<e (a<z<d).

Ekkor
im F =lim f = 0= F(a), IimG =limg =0 = G(a).
Igy F,G € C{a} és F,G € C{z}. Tovabba Vt € (a,z) : F,G € D{t}, és
F't) = f(1), G'(t) =g'(t) #0 = 3£ € (a,2):
auchy

f@) _ F@)-Fla) P _ f©)
g(r)  G(x) =Gla)  G'(€) g€
| G R IRY A
Mivel a < £ < d ezért o(2) A‘ 70 A‘ <e (a<z<d).
Ez az jelenti, hogy Jlim (f/g) = A. O

12. Konvex, konkav fiiggvények. A differenciahanya-
dos fiiggvény monotonitisa(sziikséges és elégsé-
ges feltétel)

12.1. Konvex, konkav fiiggvény

DEFINICIO: Legyen I C R intervallum, f: I — R. Ekkor az f fliggvény
konvex, ha

Va,be I,VAe[0,1]: f(Aa+ (1 =X)b) < Af(a)+ (1 —=N)f(b).
konkav, ha

Va, b€ TYXNE[0,1]: f(Aa+ (1= A\)b) > Af(a)+ (1 — A)f(b).
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12.2. Diferenciahanyados fiiggvény monotonitasa

TETEL: Tegyiik fel, hogy az f € R — R fiiggvény értelmezési tartomanya intervallum.
Ekkor

1. f konvex & Va e Dy: A f 7,
2. fkonkdv & VaeDy: Af \.

BIZONYITAS: Elész0r tegyiik fel, hogy f konvex. Ha a € Dy és x,t € Dy \ {a}, © < t.
Ekkor harom eset lehetséges:

1. a <z <t, ekkor a

t_
A= *
t—a

€ (0,1),
szammal © = Aa + (1 — \)t, {gy f feltételezett konvexitdsa miatt

fl@) = fla) _ Ml(a)+ (@ =XNf{t)—fla) f(t)—fla)
rT—a = Aa+ (1—=MNt—a T t—ua = Auf(?),

fgy Aof(z) < Aaf(t).
2. x <t<a,ekkor a

Aaf(x) =

a—t
A= . € (0,1)
szammal t = Az + (1 — N)a, igy [ feltételezett konvexitasa alapjan most t —a < 0
miatt
A, f(t) = f) = fla) _ Af(@) + (A = Nfla) = fla) _ f(x) = fla) _ Auf(x).

t—a A+ (1 —=XNa—a r—a

fgy Aaf(z) < Aaf(t),

3. x < a < t, amikor vegyiik észre, hogy

A fa) = L0 =S f@) @)

Tr —a a—x

gy az 1. esetet figyelembe véve (x +— a cserével)
Apfla) < Asf(t) = Auf(2),
amibdl a 2. szerint ( t «— a cserével):
Avf(z) < Aifla) = Aaf(t)

Tehdt A, f(x) < Auf(t).

Ezzel belattuk a = irdnyt. Mutassuk meg a < irdnyt, amihez tegyiik fel, hogy Va € Dy :
Aof

Legyen u,v € Dy, u < v és 0 < X\ < 1. Mivel az

FOu+ (1= Aw) < Af(u) + (1= N f(v)
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egyenltlenség A = 0 vagy A = 1 esetén trividlis, igy felteheté: 0 < A < 1. Legyen
c: =AM+ (1 =N, igy u < ¢ <w, tehat a A.f fiiggvény monoton névekedése alapjan

Af) = L0 =I@ S =@ oy S5O S0 = 1)

u—c (1 =X (u—0) ! v—c AMv —u)
lgy
A(f(e) = f(u)) < (1L =A)(f(v) = f(c)),
tehat
fle) = fOu+ (1= ANv) <Af(u) + (1= A)f(v)
adodik. Vagyis az f fliggvény konvex (2. allitds analég méddon). U

13. A konvexitas (konkavitas) jellemzése differencial-
haté fiiggvények esetén: a derivaltfiiggvény mo-
notonitasa, a fiiggvény és az érintok viszonya

13.1. A konvexitas jellemzése differencialhato fiiggvények ese-

tén <--
TETEL: Tegyiik fel, hogy I C R nyilt intervallum, f: I — R, f € D. Ekkor
1. f konvex < " 7
2. f konkav < [’ \.

BIZONYITAS: 1. rész bizonyitdsa (2. analég médon): Tegytik fel, hogy f konvex. Ekkor
a differenciahanyados monotonitasa tétel miatt

Vaecl:AJf 7.
Legyen a,b € I, a < b= f'(a) < f'(b). Ugyanis
flla) =limA, f = lim Ao f = nf{A.f(z) ra <wel} <
< Auf(b) = Dof(a) < sup{Af(t) - I 5t < b} =limAyf =

—lim Af = [(0) = f /.

Most tegytik fel, hogy f' .
Legyen a,b € I, a < b. Ekkor a Lagrange-kozépérték miatt

st e o) T gy

Tekinstiik az
F(z):= fla) + f(§)(z —a) = f(z) (z € (a,D))
figgvényt. Ha A € [0, 1], akkor ¢ := Aa + (1 — A\)b jel6léssel

Af(a)+ (1 =X f(b) — f(ha+ (1 = N)b) = F(c).
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Az f konvexitdsahoz elég belatni, hogy F'(¢) >0 (x € [a,b]). Vilagos, hogy F' € D{x} és
Fl(z) = f'(§) = f'(z) (z € (a,b)),
Ezért f monoton novekedése miatt
F'(z) >0 (a<z<€), Fl(z) <0 ((E<z<b).

Ezért az F fliggvény monoton noévekedo, az F pedig monoton fogyd.
ag o0 T

Igy F(a) = F(b) = 0 egyenl8ségek alapjan kovetkezik, hogy F(z) >0 (x € [a,D]) O.

13.2. A fiiggvény és az érinték viszonya

DEFINICIO: Legyen f € D{a}. Ekkor az

eaf (1) := fla) + f(a)(x —a) (zeR)

az [ figgvény a-beli értindje.

TETEL: Tegyiik fel, hogy I C R nyilt intervallum, f: I — R, f € D. Ekkor
1. fkonvex &Vael: f>e,f,
2. fkonkdvesVael: f<e,f.

BIZONYITAS: 1. rész bizonyitésa (2. analég médon): Tegytik fel, hogy f konvex. Ekkor
a konvexitas és derivaltfiiggvény kapcsolatardl szolo tétel alapjan f/ 7. Legyen a € I és

F(x):= f(z) —e.f(x) (zel).

Ekkor F' € D és F'(z) = f'(z) — f'(a) (xz € I). Vilagos, hogy F'(a) = 0 és f" monoton
novekedése miatt
F'l(x) <0< F'(t) (z,tel,z<a<t).

Tehat F‘( N, F . Mivel F(a) =0 ezért F(z) >0 (x € ). Vagyis

—o0,a]NI la,+o0)NI

f(z) >euf(x) (xe€l).

Ha az utébbi (Va € I -re feltételezett) egyenldtlenségbhdl indulunk ki, akkor adédik f’
monoton novekedése. Legyen a,b € I, a < b. Ekkor

f(b) = eaf(b) = f(a) + f'(a)(b— a)
fa) = evf(a) = f(b) + f'(b)(a — b).

A két egyenlotlenséget Osszeadva:

fO)+f(a) = fla)+f(0)+(f'(a)=f'(b))(b—a) = 0 = f(a) = f'(b) = f'(a) < f'(b). O
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