
9. Taylor-formula (Lagrange-féle maradéktag)
tétel: Legyen I ⊂ R nyílt intervallum, f : I → R, n ∈ N, f ∈ Dn+1. Ekkor

∀ a 6= x ∈ I, ∃ ξ ∈ (a, x) vagy ξ ∈ (x, a) :

f(x)−
n∑
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)k︸ ︷︷ ︸
Ta,nf(x)

= f (n+1)(ξ)
(n+ 1)! (x− a)n+1

︸ ︷︷ ︸
Lagrange-maradék

.

bizonyítás:
Legyen δ := f(x)− Tnf(x)

(x− a)n+1 és F (t) := f(t)−Tnf(t)− δ · (t− a)n+1︸ ︷︷ ︸
:=h

(t ∈ I)⇒ F ∈ Dn+1

és
F (j)(t) = f (j)(t)− (Tnf)(j)(t)− h(j)(t) (t ∈ I)

Ebből következik, hogy F (a) = 0 = F (x) ⇒
Rolle
∃ ξ1 ∈ (a, x) vagy ξ1 ∈ (x, a) :

F ′(ξ1) = 0 ⇒
Rolle
∃ ξ2 ∈ (a, ξ1) vagy ξ2 ∈ (ξ1, a) : F ′′(ξ2) = 0, de F ′′(a) = 0 és így tovább:

∃ ξn+1 ∈ (a, ξn) vagy ξn+1 ∈ (ξn, a) :

F (n+1)(ξ) = 0 = f (n+1)(ξ)− h(n+1)(ξ) = f (n+1)(ξ)− (n+ 1)! · δ ⇒ δ = f (n+1)(ξ)
(n+ 1)! �.

10. Differenciálható függvények monotonítása. A de-
rivált függvény Darboux-tulajdonságú

10.1. Differenciálható függvények monotonítása

10.1.1. Monotonítás

tétel: Tegyük fel, hogy f ∈ R→ R, Df nyílt intervallum, f ∈ D. Ekkor

1. f monoton növő ⇔ f ′ ≥ 0,

2. f monoton fogyó ⇔ f ′ ≤ 0.

bizonyítás: Nézzük az 1. esetet (2. eset hasonlóan):

"⇒" a ∈ Df , a 6= x ∈ Df : ∆af(x) = f(x)− f(a)
x− a

≥ 0 hiszen

- ha a < x⇒ f(x) ≥ f(a) és x− a > 0,

- ha x < a⇒ f(x) ≤ f(a) és x− a < 0.

Ebből következik, hogy f ′(a) = lim
a

∆af ≥ 0⇒ f ′ ≥ 0.

"⇐" Legyen a, b ∈ Df , a < b. Ekkor a Lagrange-tétel miatt:

∃ ξ ∈ (a, b) : f(b)− f(a)
b− a

= f ′(ξ) ≥ 0

és b− a > 0⇒ f(b)− f(a) ≥ 0⇒ f(b) ≥ f(a)⇒ f ↗ . �
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