
11. A L’Hospital szabály (lima f = lima g = 0, a ∈ R)
eset bizonyítása

tétel: Legyen a, b ∈ R̄, a < b, f, g : (a, b) → R, f, g ∈ D. Tegyük fel, hogy a
következők teljesülnek:

1. g′(x) 6= 0(a < x < b),

2. lim
a
f = lim

a
g = 0, vagy lim

a
f = ±∞ és lim

a
g = ±∞,

3. ∃A := lim
a

(f ′/g′) határérték.

Ekkor ∃ lim
a

(f/g) és lim
a

(f/g) = A. Igaz akkor is ha a 2., 3., feltételben a helyére b-t írunk.
Ekkor ∃ lim

b
(f/g) és lim

b
(f/g) = A.

bizonyítás: (lima f = lima g = 0, a ∈ R eset):

Ha A ∈ R⇒ ∀ ε > 0 : ∃ d ∈ (a, b) :
∣∣∣∣f ′(x)
g′(x) − A

∣∣∣∣ < ε (a < x < d).

Legyen a < x < d, és F,G : [a, x]→ R:

F (t) :=

0 (t = a)
f(t) (a < t ≤ x)

, G(t) :=

0 (t = a)
g(t) (a < t ≤ x)

.

Ekkor
∃ lim

a
F = lim

a
f = 0 = F (a), ∃ lim

a
G = lim

a
g = 0 = G(a).

Így F,G ∈ C{a} és F,G ∈ C{x}. Továbbá ∀t ∈ (a, x) : F,G ∈ D{t}, és
F ′(t) = f ′(t), G′(t) = g′(t) 6= 0 ⇒

Cauchy
∃ ξ ∈ (a, x):

f(x)
g(x) = F (x)− F (a)

G(x)−G(a) = F ′(ξ)
G′(ξ) = f ′(ξ)

g′(ξ) .

Mivel a < ξ < d ezért
∣∣∣∣f(x)
g(x) − A

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣f ′(ξ)g′(ξ) − A

∣∣∣∣ < ε (a < x < d).

Ez az jelenti, hogy ∃ lim
a

(f/g) = A. �

12. Konvex, konkáv függvények. A differenciahánya-
dos függvény monotonitása(szükséges és elégsé-
ges feltétel)

12.1. Konvex, konkáv függvény

definíció: Legyen I ⊂ R intervallum, f : I → R. Ekkor az f függvény
konvex, ha

∀ a, b ∈ I, ∀λ ∈ [0, 1] : f(λa+ (1− λ)b) ≤ λf(a) + (1− λ)f(b).

konkáv, ha

∀a, b ∈ I ∀λ ∈ [0, 1] : f(λa+ (1− λ)b) ≥ λf(a) + (1− λ)f(b).
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