
5.2.2. Többször deriválható függvény fogalma

definíció: Legyen f ∈ K→ K, 1 ≤ n ∈ N, a ∈ intDf . Ekkor az f függvény az a-ban
(n+1)-szer deriválható, ha ∃ r > 0 : (a− r, a+ r) ⊂ Df , f ∈ Dn{x} (x ∈ (a− r, a+ r)), és
f (n) ∈ D{a}. Jelölése: f ∈ Dn+1{a}. Legyen ekkor f (n+1)(a) := (f (n))′(a) az f függvény
a-beli (n+1)-edik deriváltja.

5.2.3. Végtelensokszor deriválható függvény fogalma

definíció: Legyen f ∈ K→ K, a ∈ intDf . Ha ∀ 1 ≤ n ∈ N : f ∈ Dn{a}, akkor az f
függvény az a pontban ∞-sokszor deriválható. Jelölése: f ∈ D∞{a}.
Ha ∀a ∈ Df helyen igaz az utóbbi, akkor f függvény ∞-szokszor deriválható. Jelölése
f ∈ D∞.

5.3. Taylor sor fogalma

definíció: Legyen f ∈ K→ K, a ∈ intDf , f ∈ D∞{a}, és an := f (n)(a)
n! (n ∈ N).

Ekkor a ∑(an(x−a)n) hatványsor az f függvény a-beli Taylor-sora, an pedig az f függvény
a-beli n-edik Taylor együtthatója (n ∈ N).

Ta,nf(x) :=
n∑
k=0

ak(x− a)k (x ∈ K, n ∈ N)

az f a-beli n-edik Taylor polinomja.

6. Az inverz függvény deriváltja. Az exponenciális-,
a logaritmus- és a hatvány-függvények deriválása

6.1. Inverz függvény deriváltja

tétel: Legyen f ∈ K→ K invertálható függvény, a ∈ Df , f ∈ D{a},
f ′(a) 6= 0, f(a) ∈ intRf , f

−1 ∈ C{f(a)}. Ekkor f−1 ∈ D{f(a)} és

(f−1)′(f(a)) = 1
f ′(a) .
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bizonyítás: Belátjuk:

lim
f(a)

∆f(a)f
−1 = 1

f ′(a) ⇔
hat.ért. von. átv. elv

f(a) 6= yn︸︷︷︸
=f(xn)

∈ Rf = Df−1 (n ∈ N),

és lim (yn) = f(a), ahol

a 6= xn ∈ Df ⇒
folyt. von. átv. elv

∃ lim (f−1(f(xn))) = lim (xn) = f−1(f(a)) = a.

Tehát:

∆f(a)f
−1(yn) = f−1(yn)− f−1(f(a))

yn − f(a) = xn − a
f(xn)− f(a) = 1

f(xn)−f(a)
xn−a

= 1
∆af(xn) ,

ahol (átviteli elv)

∃ lim (∆af(xn)) = lim
a

∆af = f ′(a) 6= 0⇒ 1
∆af(xn) →

1
f ′(a) (n→∞).

Tehát ∆f(a)f
−1(yn)→ 1

f ′(a) (n→∞). �

6.2. Exponenciális függvény deriváltja

expx =
∞∑
n=0

xn

n! (x ∈ R). Ekkor exp ∈ D és

exp′ x =
∞∑
n=1

nxn−1

n! =
∞∑
n=1

xn−1

(n− 1)! =
∞∑
k=0

xk

k! = expx

6.3. Logaritmusfüggvény deriváltja

exp : R→ R⇒ ∃ exp−1 = ln. Ekkor ln ∈ D és

ln′ x = 1
exp′(lnx) = 1

exp(ln x) = 1
x

(x > 0).

6.4. Hatvány függvény deriváltja

Legyen α ∈ R, fα(x) = xα (x > 0) azaz xα = exp(ln xα) = exp(α ln x). Ekkor fα ∈ D
és

f ′α(x) = exp′(α ln x)(α ln)′(x) = exp(α ln x) · α
x

= α · x
α

x
= α · xα−1
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