
2.3. Ekvivalens átfogalmazás

definíció: Legyen f ∈ R→ R, a ∈ intDf és ∆af : Df \ {a} → R (differenciahányados

függvény), ahol ∆af(x) = f(x)− f(a)
x− a

(a 6= x ∈ Df ).

Tétel: Legyen f ∈ R→ R, a ∈ intDf . f ∈ D{a} ⇔ ∃lim
a

∆af ∈ R és f ′(a) = lim
a

∆af .

Bizonyítás:

⇒ Tegyük fel, hogy f ∈ D{a}. Így

f(x)− f(a) = f ′(a)(x− a) + η(x)(x− a) (x ∈ Df ),

ahol lim
a
η = 0. Ezért

∆af(x)− f ′(a) = η(x) (a 6= x ∈ Df ),

Amiből lim
a
η = 0 miatt lim

a
(∆af − f ′(a)) = 0⇒ lim

a
∆af = f ′(a).

⇐ Fordítva, most azt tegyük fel, hogy ∃A := lim
a

∆af ∈ R, és legyen

η(x) := ∆af(x)− A (a 6= x ∈ Df ),

Így ∃ lim
a
η = lim

a
(∆af − A) = 0 és

f(x)− f(a) = (x− a)∆af(x) = A(x− a) + η(x)(x− a) (a 6= x ∈ Df ).

Tehát f ∈ D{a} és f ′(a) = A = lim
a

∆af ∈ R. �

2.4. Differenciálhatóság és folytonosság kapcsolata

tétel: Legyen f ∈ R→ R, a ∈ intDf . Ha f ∈ D{a} ⇒ f ∈ C{a}.

bizonyítás:
f(x)− f(a) = f ′(a) (x− a)︸ ︷︷ ︸

→0

+η(x) (x− a)︸ ︷︷ ︸
→0

(x ∈ Df )⇒ f(x)− f(a)→ 0 (x→ a), azaz

∃ lim
a
f = f(a)⇒ f ∈ C{a}. �

3. Differenciálható függvények műveletei
tétel: Tegyük fel, hogy f, g ∈ R→ R, a ∈ int(Df ∩ Dg), f, g ∈ D{a}. Ekkor

1. f + g ∈ D{a}, és (f + g)′(a) = f ′(a) + g′(a),

2. ∀ c ∈ R : cf ∈ D{a}, és (cf)′(a) = cf ′(a),

3. f · g ∈ D{a}, és (f · g)′(a) = f ′(a) · g(a) + f(a) · g′(a),

4. ha g(a) 6= 0, akkor f/g ∈ D{a}, és
(
f

g

)′
(a) = f ′(a) · g(a)− f(a) · g′(a)

g2(a) .
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bizonyítás:

1.

lim
a

∆a(f + g) = lim
x→a

(f + g)(x)− (f + g)(a)
x− a

= lim
x→a

f(x) + g(x)− f(a)− g(a)
x− a

=

= lim
x→a

(
f(x)− f(a)

x− a
+ g(x)− g(a)

x− a

)
= lim

a
(∆af + ∆ag) =

= lim
a

∆af + lim
a

∆ag = f ′(a) + g′(a).

2.

lim
a

∆a(cf) = lim
x→a

(cf)(x)− (cf)(a)
x− a

= c · lim
x→a

f(x)− f(a)
x− a

= c · lim
a

∆af = c · f ′(a).

3.
lim
a

∆a(f · g) = lim
x→a

(fg)(x)− (fg)(a)
x− a

= lim
x→a

f(x)g(x)− f(a)g(a)
x− a

=

= lim
x→a

g(x)(f(x)− f(a)) + f(a)(g(x)− g(a))
x− a

=

= lim
x→a

(
g(x)f(x)− f(a)

x− a
+ f(a)g(x)− g(a)

x− a

)
= lim

a
(g ·∆af + f(a) ·∆ag) =

= (lim
a
g)(lim

a
∆af) + f(a)(lim

a
∆ag) = f ′(a) · g(a) + f(a) · g′(a).

(Mivel g ∈ D{a} ⇒ g ∈ C{a} ⇒ lim
a
g = g(a)).

4.

lim
a

∆a

(
f

g

)
= lim

x→a

f(x)
g(x) −

f(a)
g(a)

x− a
= lim

x→a

(
f(x)g(a)− g(x)f(a)

x− a) · 1
g(x) · (g(a)

)
=

= lim
x→a

(
1

g(x) · g(a) ·
(
f(x)− f(a)

x− a
· g(a)− g(x)− g(a)

x− a
· f(a)

))
=

= lim
x→a

(
1

g(x) · g(a) ·
(
g(a) ·∆af(x)− f(a)∆a · g(x)

))
=

=
(

lim
a

1
g(x) · g(a)

)
·
(
g(a)·lim

a
∆af−f(a)·lim

a
∆ag

)
= f ′(a) · g(a)− f(a) · g′(a)

g2(a) . �
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